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1. Abschnitt. 

Die wiclitigsten Eigenschaften der 
Kiigelfunktionen. 


Kapitel 1. 

Transformation des Laplacescheu Differential- 
ausdruclis auf belieTbige orthogonale Koordinaten. 


Die allgemeine Behandlung von Aufgaben der Potential- 
theorie^ welcbe Massen betreffen, die von konzentrischen 
Kngelflacben begrenzt oder auf Kugelflachen verteilt sind. 
stutzt sicb auf die Eigenscbaften gewisser Eunktionen, dev 
sogenannten Kngelfunktionen. Auf diese wird man gefiihrt, 
'wenn man die auf raumliche Polarkoordiivi^en transformierxe 
Laplace scbe Differentialgleickung duroh eine Peihe inte- 
griert. Wir beginnen demgeni’aB damit, den Laplacescheu 
Ausdruck 


( 1 ) 


S if 


auf raumliche Polarkoordinaten zu transformieren. Wir 
fassen diese Auf gab e etwas aligemeiner und formen J V 
fiir den Fall urn, dab an Stelle der rechtwinkligen Koor- 
dinaten beliebige krummlinige, aber orthogonale 

Koordinaten treten. 

Dazu denken wir die rechtwinkligen Koordinaten x ,y yZ 
eines Pimktes durch drei neue Variable A , /t , v ausgedrUckt: 

(2) x = f{X,n,v), y = <p{X,fi,v), {X,ti,v). 

Wangerin, Theorie des Potentials II 1 



2 I. Bie wichtigsteri Eigenschaften der Kugelfunktionen 

Die BedeutuDg der neuen V eranderlichen ist f olgende, 
Denkt man aus den Gleichungen (2j u und v eliminiert, so 
erhalt man eine Gleichung von der Form 
<3) F {X , y . z J.) = 0 . 

Diese Gleichung stellt, wenn man der Grbfie I einen be- 
stimmten Wert erteilt, eine Flache dar, fiir einen andern 
Wert von A eine andere Flache. Fiir beliebige veiander- 
liche A stellt somit (3j eine Flachenschar mit dem Para- 
meter A dar. Ebenso kann man aus {2) X, v oder auch A , ft 
eliminieren und erhalt so Gleichungen der Form 

(3a) (3b) y (x,y, 2 ,v) = 0, 

d.h. man erhalt zwei neue Flachenscharen mit den Para- 
nietern ft, resp. v. Bestimmt man die Lage eines Punktes 
durch die die^em Punkte zugehorigen Werte von l,fi,v^ 
so wird nach dem Gesagten der Punkt als Sehnittpunkt 
dreierFlachen dargestellt, die je einer der Scharen (3), (3a), 
(3b) angehbren. Man bezeichnet X,fijV als die krnmm- 
linigen Koordmaten des betrachteten Punktes. In dem Fall 
raumlicher Polarkoordinaten (s. Bd.I, 8.18) wird eine der 
Flachenscharen aus konzentrischen Kugeln gebUdet, die 
zweite aus Eotationskegeln mit gleichem Scheitel, gleicher 
Achse, aber vei‘schiedener Kegeldffnung, die dritte Schar 
aus Ebenen, die samtlich durch die Kegelachse gehen Hier 
wird jede der drei Flachen, die die Lage eines Punktes be- 
stimmen, von den beiden andern Flachen senkrecht ge- 
schnitten, d. L die krummlinigen Xoordinaten sind in diesem 
Falle orthogonal. 

Wir wUen nun zunachst untersuchen, unter welchen 
Bedingungen auch die allgemeinen krummlinigen Koordi- 
^ naten X j fi ,v orthogonal sind, d. h. unter 

X welchen Bedingungen jede der Flachen einer 
der drei Scharen (3), (3 a), (3 b) von den 
Flachen der beiden andern Scharen senkrecht 
geschnitten wird. Zu dem Zwecke betrachten 
wir neben dem Punkte P, dessen rechtwink- 
O ^ lige Koordinaten und dessen krumm- 

iTig.i linige Koordinaten X^fi^v sind, drei andere 
Punkte Pi , P 2 , Ps , die derart liegen, dafi zum 
Punkte Pi mit den rechtwinkligen Koordinaten Xx,yx, Zx 
die Parameterwerte A + dA,/<,y, zu P 2 , iji , die 



Kap. 1 . Transformation des Laplaceschen DifPerfentialausdiucks. 3 


Paraiiieter\yerte f.i + d f.t ^ zn Ps [xz , ys , zz) die Werte 
A , ^ , v + dv gehoren; darin sollen 6 1 fit ,8 v kleine GroBeu 
sein. Nach (2) ist 

(2a) xi=f{l+8l,^u,v), yi=fQ^+dl,i.i,v), 

Der Abstand der Punkte P, Pi ist, wenn man nach Potenzen 
von dl entwickelt und nur die erste Potenz beibehalt, 

I PPi = y (a:i — xf + {yi — y)- + (*i — sy 

und die Ricbtungskosinus von PPi sind 
xi — x yi — y zi — z 
pPi ^ PPi ^ TPi‘ 

Piir unendlich kleine 8X = dX wird 
(4a) YPx=^l.dX, 

und die Eicktungskosinus yon PPi werden 
1 dx 1 Sy 1 Sz 

TJx’TIx^TJTr 

Die gleiche Betrachtung ergibt fiir die Punkte FijFsy 
'wenn d y, unendlich klein = (^^t, ebenso 8v^dv ist; 


(4b) PP^—mdii, PFz^ndv , 

yio 


(‘“)'-=i/©w+0'’*=y(i3+(fc)+(ij)' 


ist; femer sind die Richtungskosinus 


(5 a) 


von PPa 
von PPs 


1 5a? 1 dy Ids 

m 8 m 8 m 8f.i^ 
1 8x 1 8y 1 8z 
n 8 n 8 n 8 V * 


Da zu dem Punkte Pi dieselben Werte der Parameter 
geh5ren wie zu P, so gehen diejenigen FlStchen der 
Scharen (3 a), (3 b), die zur Bestimmung von P dienen, auch 

1 * 



4 I Die wiclitigsteii Eigenscliafteii dei Kugelfunktionen. 


dutch Pi, PPi ist daher ein Bogenelement der Schnittlinie 
der beiden in Kede stehenden Flachen. Ebenso ist FPi ein 
Bogenelement der Schnittlinie der durch Pgehenden Flachen 
der Scharen (3j und <'3b), PPs endlich ein Element der 
Schnittkurve der dutch P gehenden Flachen der Scharen 
(3) und (3 a). Soil jede Flaehe der einen Schar von den 
Flachen der andern Scharen senkrecht geschnitten werden, 
so miissen auch die Schnittkurven der Flachen aufeinander, 
d. h. jede der Linien PPi, PP 2 , PPa muB auf den beiden 
andern senkrecht stehen. Es muB daher die Summe der 
Produkte des entsprechenden Eichtungskosiniis verschwin- 
den, also 

6x8x I By cy 82 ^ ^ 

11. 8Jl~^81. 
dx 

8 8 V 0 8 V 8 ?. 8 V ^ 

<? 2 / 8y^80 

81X 8v 8fx8v^ 8 fiSv ’ 



und diese Bedingungen miissen fiir alle Punkte des Raumes, 
d. h, fur beliebige ^^erte von X, fx, v erfullt sein. Die 
Gleichungen (6) stelien die Bedingungen dafiir dar, daJB 
unsere drei Flachenscharen ein orthogonales System bilden, 
oder daB die krummlinigen Eoordmaten X, (. 1 , v ortho- 
gonal sind. 

Diese Bedingungen (Gj nehmen wir im folgenden als 
erfullt an. Ein Volumenelement des Eaumes erhalten vdr 



rig. 2 


nun, indem vir von jeder der drei 
Flachenscharen (3), (3a), (3b) je zwei 
unendlich nahe Flachen nehmen, denen 
die Parameter X und X + dX, resp. f,L und 
ix + diij sovie v und r + d v angehoren. 
Diebei Pliegenden Teile dieser FlSchen 
begrenzen ein Eaumelement, das nahe- 
zu die Gestalt eines rechtwinkligen 
Parallelepipedons (Fig. 2) hat, von dem 


PPi, PP 2 , PPs drei anstoBende Kanten 
sind. Die drei in P zusammenstoBenden GrenzflSchen des 


Elements haben, da PPi, PP 2 , PPs sich senkrecht schnei- 
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0 


Jen, resp . den Fl acben inhalt PP 2 • PPs == mn d ft d i\ 
PPi.PPs=lndldv ^ PPx.PP 2 = ImdXdjiif und das Vo- 
Inmen des Elements i&t 

(7) dv == P Px* P Pi* P P^ — lmndXdf.idy, 

Wir betrachten nun einen Baum; der begrenzt -wird von 
zwei beliebigen Flachen der Schar (3), zwei Elachen der 
Schar (3 a) und zwei Flacben der Schar (3b), Auf diesen 
Eaum wenden wir den Greenschen Satz an [Bd.I, 8,96, 
fGl. 1)], indem wir 17 — 1 , TF~ F nehmen, wo V das Poten- 
tial irgendwelcher Massen ist; die so liegen; dafi die zweiten 
Ableirungen von V innerhalb des Integrationsgebiets be- 
stimmte endliche Werte haben; so ist; wenn wir fiir dv den 
Aiisdruck (7j benutzen 

( 8 ) /// 

Darin ist das dreifache Integral uber das Volumen, das 
Doppelintegral iiber die gesamte Oberflache des Integrations- 
raiimes zu erstrecken, Wir verkleinern dann das Integra- 
tionsgebiet dadurch, daB wir die derselben Schar ange- 
hoienden beiden Grenzflachen einander immer naherriicken. 
bis sie schlieBlich einander unendlich nahe sind. Machen 
wir das mit alien drei Paaren von Grenzflachen; so redu- 
ziert sieh schlieBlich das Integrationsgebiet auf ein Yolumen- 
element; die linke Seite von (8) auf 

(8a) J Vlmndldiidv , 

wahrend die Oberflache des Integrationsgebiets aus den 
sechs Grenzflachen des Volumenelements besteht, so daB die 
rechte Seite von (8) im Grenzfall in eine Sum me aus sechs 
Snmmanden ubergeht. Wir untersuchen die einzelnen 
Summanden dieser Summe. Fur die Flache PPaPiPg 
(Fig. 2) ist do=^PP< 2 *PPs^mndf.idv, Ferner steht PPi 
auf do senkrecht, aber da in (8) dN die auBere Normale 
des Integrationsraumes darstellt; hat fiir die Flache PP2 P4 Ps 
dN die entgegengesetzte Bichtung von FPi, d.h es ist 

SV 

d = — PPi = — Z cZ X. Demnach ist do. fiir die Flache 

o JS 

PPs P4 Pj gebildet, 
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mn ^ 7 oV 

= r- w/i dv — 

2 ‘ o A 

Eur die gegenuberliegende Flaelie ist alles ebenso, nur bat 
hier ^ If die entgegengesetzte Richtung, ist also = -i- 
und ziigleich tritt an Stelle von A der Vert A-{-dA. Die 
Siimme der fur diese beiden Elacben gebildcten Ausdriicke 

tX-^do ist somit 
dN 




■d? 


SI 


d. b. da a ^ v von I unabbangig sind und 

ist, jene Summe wird 

:,(mn o 


d’K 


8 ). 


dl dfi dv . 


S V 


Abnlicbe Ausdriicke ergeben sich, wenn man fiir 

d JS 

die beiden andern Paare gegeniiberliegender Flacben des 
Volumenelements bildet; man bat, um diese zu erhalten, 
nur A mit //, resp. v und zugleich I mit m, resp. n zu ver- 
tauschen. Im Grenzfall gelit daber die recbte Seite von (8) 
in folgenden Ausdruck iiber: 


(Sb) 


JJn gfljm 

I ? ex) ""Iw Sti) U dv) 
6 X S (,i 6 V 


dXdix dv. 


Da die Gleichung (SJ bei beliebiger Verkleinerung des ur- 
spiunglicb ins Auge gefaBten Integrationsraums giiltig bleibt, 
so gilt sie aucb fur den Grenzfall, d b. die Ausdriicke (8 a) 
und einander gleicb, oder es ist 




Lfmn 


sflmdVS 

jr__ M ^ 

V s ^ij 

, V « 3v) 

????«( 81 

dfj. 

8v J 



Kap 1. Transformation des Laplaceschen Dift’erentialansdrucks. 7 

Wenden 'vnr das Eesultat auf rauraliche Polar- 
koordinaten an, fur die 

( 10 ) a; = r sin^cos^?, y = rsmd'sm^ , s = rcos-3 

ist, so sind, wenn r==^-, = ^ = r gesetzt wd, die 

Ortbogonalitatsbedingungen (6) erfiillt. Perner wird 



da von r und ^ unabhangig ist. 

Piir ZylinderKOordinaten, die man erhalt, wenn man in 
der X ^-Ebene Polarkoordinaten einfiihrt, wahrend die dritte 
Koordinate ^ bleibt, so daB 

(10^) a; = rcos^, y — rsmcj 0 = /3 

ist, sind ebenfalls die Bedingungen (6) eiinllt, und es wircl 
wenn A = v = z gesetzt wird, 

(11^) Z = l, aw=r, w— 1, 

somit 

( 121 ) 1 1 ^^7 d^Y 

r 8r 

Weitere Anwendungen der Formel (9) werden im 
III. Abschnitt folgen. 
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Kapitel 2 

Die einfache Kugelfanktion erster Art. 

a) Definition der Kugelfunktion Pn{^)* 

Ehe w an die Integration der auf raumliche Polar- 
koordinaten transfonuierten Gleichung J V=0 [s. GI. (12), 
S. 7] gehen, behandeln wir einen speziellen Fall. Wir 
stellen uns die Aufgabe, die reziproke Entfernung zweiei* 
Punkte P,Q durcb die raumlichen Polarkoordinaten dieser 
Punkte auszudriicken nud dann in eine Reihe zu entwiekeln. 
Die rechtwinkligen Koordinaten von P seien die 

von j u , ihre Polarkoordinaten r, O' ^<p, resp. ri, 

Zwischen undr ,79*, <p besteken die Gleichungen (10) 

S. 7, und analoge Beziehiingen bestehen zwischen 
und riy&ij <px. Aus diesen Beziehungen f olgt, wenn q den 
Abstand PQ bezeichnet, 

' = r- -{- ri - — 2 r ri [cos d' cos + sin i?’ sin cos {<p — pi)]. 

Der Faktor von — 2 r ri ist gleich dem Kosinus des Winkels 
den r und ri miteinander bilden, 

I b) cos y = cos & cos + sin ^ sin cos (p — pi) ; 

denn r, ri , (> sind die drei Seiten des Dreiecks 0 PQ [0 der 
Anfangspnnkt der Koordinaten]."^) Indem wir vorlanfig 
von dem Zusammenbang z^vischen und 79’,p,^i,pi ab- 
sehen, wird unsere Aufgabe sich daliin vereinfachen, den 
Ausdruck 

J. ^ 1 

q [V- + ri^ — 2 r ri cos / 

Die Gleichung fur cos/ ist ubngens nichts anderes als 
die Grundfonnel der spharisclien Trigono- 
metiie, angewandt auf das Dreieck zAB^ 
das man erlialt, wenn man um 0 eine 
Kugel mit dem Radius 1 beschreibt, mit 
z,Jl^B die Punkte bezeichnet, in denen die 
^r-Acbse, OP, 0 Q die Fugel scbneiden, und 
je zwei dieser Punkte dureb groBte Kugel- 
kreise verbmdet. Die Seiten dieses spha- 
rischen Dreiecks sind = zB==^i , 
AB — y, wabrend derWinkel Az B=np — 
Oder = 9:1 — q: ist. 



Pig 3. 
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in eine Eeihe zu entwickeln, und zwar in eine nach stei- 
genden oder fallenden Poteiizen von r fortbchreitende Eeihe, 
je nachdem r<ri oder /'>ri ist. 

Fiir den Fall rCn schreiben 


1 1 1 



im Falle r>ri aber 

und haben dann beide Male einen Ausdruck von der Form 

1 

y 1 — 2 a cos ’ 

in dem o positiv und kleiner als 1 ist, nach steigenden 
Potenzen von a zu entmckeln. Die so vereinfachte Auf- 
gabe verallgemeinern yvir insofern, als -wir den Kosinus 
des reellen Winkels y durch eine beliebige reelle oder 
auch komplexe Grdfie x ersetzen, ebenso a beliebig nehmen 
und nur durch die gleich zu erortemde Bedingung be- 
schranken. 

£s ist somit der Ausdruck 


pi — 2ax-\-a‘ 

nach steigenden Potenzen von a zu eniwickeln. Den Ko- 
effizienten von a" bei dieser Entwicklung nennen wir die 
w-te Kugelfunktion von x und bezeichnen sie mit 
Pn{^)y so dafi wir haben 


( 1 ) 


1 

]’Y^2ax + ^ 


oo 

l+^a>^FnOc). 

71— i 


Zur Unterscheidung von anderen, spater zu untersuchenden 
Funktionen wollen wir Pn{o(i) als Kugelfunktion erster 
Art mit einer Veranderlichen oder als einfache 
Kugelfunktion erster Ard; bezeichnen. Yielfacb werden 



10 I Die wichtigsten Eigensciiaften der Kugelfunktionen. 


diese Funktionen auch ^Legendresche Polynome” oder 
jjLegendresche Koeffizienten** genannt oder auch ,.zonale 
harmonische Funktionen oder ,einachsige harmonische 
Funktionen^' x ist das xlrgumenr, n der Index der Kugel- 
funktion. 

Es ist zunachst zu untersuehen, unter welchen Be- 
dingungen die Entwicklung der Imken Seite von (1) nach 
steigenden Potenzen von a zulassig ist. Zii deni Zwecke 
zerlegen vrir den Radikand m Faktoren und schreiben 


fla) 


]/ 1 — 

= — cf {x — ] J'“ — l)^ 


1 

ri-aCr+ya-’--l)l ^ 


Wenden wir auf jeden der Faktoren den binomischen Satz 
an, so ist zur Konvergenz der entstehenden Reihen ei- 
forderlich, daB 


\a{x—]\r-— 1) < 1 und ^ a (a? + ] .a;^ — l) j < 1 

ist, falls, wie iiblich, \m\ den absoluten Wert von m be- 
zeichnet. Diese Bedingungen konnen \vir auch schreiben. 

I a [ < j rc -j- ) — 1 [ und | a ■ < j a? — ]/ — 1 ' , 

d. h. \ a \ muB kieiner sein als der kleinere der absoluten 
Werte von x — — 1 und x+ j'u;-— 1. Durch passende 

Wahl von a kann man also fiir jedes gegebene x erreichen, 
daB die Reihen, die sich aus dem binomischen Satze fiir 
die Faktoren der rechten Seite von (la) ergeben, konver- 
gieren, und das Gleiche gilt dann auch fiir das Produkt 
der beiden Reihen. 

Fiir den Fail, daB x der Kosinus eines reeUen Winkels 
ist, a: = COST', ist 

a; 

der absolute Wert von 1 ist daher 1, und falls 

j«|<i, konvergiert unsere Entwicklung. Aus (1) folgt 
somit folgende Reihe fiir die reziproke Entfemung 1 j q 
zweier Punkte. Es ist 
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( 2 ) 


1 

Q 

1 

Q 


n = l 

1 « 
n = l 


b) Analytischer Ausdruck fur Fn(^) 

Wir scbreiben 

1 ^ - 
/ -- - - = I i — « (2 X — a)\ ‘-2 

yi^2ax + a^ 

und entwickeln die recbte Seite nach dem binomischen 
Satze, so ergibt sich 

(3) -^ — l ^-^=l+-«(2a;-a) + — aV2r-tf^V 

^ fr-2ax + a" 2 ^ 2.4 ' 


1.3.. (2 /./-I) 

-^TTr^FT) “ (2 


und diese Eeihe konvergiert imter den oben eroiierten Be- 
dingungen. Auf der rechten Seite von (3) entwickle man 
in jedem Gliede {2x — a)^ nach dem binomischen Sat/e 
fiir ganze Exponenten und fasse alle gleiclien Potenzen 
von fit zusammen. Um den sich ergebenden Koeffizienten 
von t/” zu erhalten, erwage man, daiJ 6t^'(2a' — nach 
Potenzen von a eutwickelt, die Potenzen von bis 
enthalt. Soli dies Glied einen Beitrag zum Faktor von 

fit” geben, so muB Jc' zwischen n und -^n iiegen. Nun i^t 

der Koeffizient von fit” 


fiir i-' = w 
fiir y — n — 1 


1-3. ..(2^-1) 
2*4. .2^^ 


(2 a;)”, 


1 . 3 ... (2 n — 3) « — 1 
2.4.:(2n~2) ~T^ 




1.3.. .(2n-5)(w-2)(n-3) 

2.4.. (2w-4) 1.2 


(2x)”-^ 


fiir ft' = W“-2 
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fur V ^ ft — k 


n—l n — !• — l)...(>i — 2^' + l) 


;iiid k dull’ hoclisteiis n sein FaBc man die Koeffizienteu 

alier Glieder. die den Faktr.ien enthalten, znsammen, so 
erhalt man Pn{x). Dabei moge noch der Koeffizient der 
hd'jhsten Potenz von x herausgesetzt werden, so wird: 


i P 


. 2 — 1 ( 
;i ^ 


ji 


n (n—l) 

2 r2 n-l) 


X 


n—2 


H\n — 1 in — - * ' 

2'T;r2n-l:.2n-3j'^'' 

* 2 . 4 . . 2 A , 2rt - 1 3} . . (2n- 2A -r 1) 



Piibei lit, wie iiblich, n I fur 1 . 2 . 3 . . . /i gesetzt 

Die Eeihe (4. bricht von selbst ab. Der letzte Sum- 
ujand inDerhaP der Klammer ist 


j / n(n — l)(n — 2).,A 

tur ii'erct<i^ ii Ij — 

' 2-4. .?-,2«-r.(2«-3). .(»+!)’ 

H — I 


P,, (// lit also eine ganze rationale Funktion von o' , die 
fiir gerade n nur gerade. ftir ungerade h nur ungerade 
Potenzen von x enthalt* so daB ailgemem 

J ' P . {— X J = '— 1 )« Pn (JT) 

.\r. Fenier ist 


0 



— ir _ " ^^--\p,/f0) = 0 fur geradew, 

i = P • r. = ■ _ 1 1-3. .w fur unge- 
' -r /,=o '■ ■' ^ ■ 2.4. (k— 1) rade «, 
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falls Pn (^) die Ableitung von Pn (ooj bezeichnet. 
folgt aus (4) 


r7) 


lim Pn(x) _ l-3..{2n-l) 

x~ cc n\ 


Ferner 


Setzt man in (1) (S. 9) a; = 1 , so folgt 

und da andererseits 


ist, &o hat man 

(8) P41) = l, P„(-l) =(-!)«. 

Fiir die einfachsten Werte des Index n ergeben sich 
folgende Ausdriicke, deren erster daraus folgt, daB der 
Koeffizient von = 1 ist: 

(4a) Po(a) = l, Pi(x)^x, Pa tj, 

In diesen einfachen Fallen erkennt man, daB nach Auf- 
losen der Klammern die Nenner der Koeffizienten aller 
Glieder Potenzen von 2 werden. Den Nachweis dafiir, daB 
das fiir jeden Wert von n zutrifft, libergehen wir hier. 


c) Entwicklung von (cos nach Kosinus der 
Vielfachen von S'. 


1st a; = cos^, wb S einen reellen Winkel bezeichnet, 
so wird (vgl. Gl, (1 a) S. 10) 


^ =(1— 2 (l—ae-*^) 2. 

y 1 — 2 a cos ^ + a® 

* 

!Nach dem binomischen Satze ist 
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(1 — ae*®') 2 =l + gae*®+ 


1.3 

2.4 




1.3... (2_n — 

+ 2.4..(2«) ^ 


(1 — afi-*®) 2=l+-«e-®® + 


1.3 

2.4 


a* 6“ 


21 ^ 




+ 


1.3..(2n-l) 
2-4. (2n) 




Jede dieser beiden Reihen konvergiert fiir |a|<l, und 
dasselbe gilt fiir ihr Produkt. Wir bilden letzteres und 
sammeln alle Q-lieder, die den Faktor haben. Solche 
Glieder ergeben sich, indem man das Glied der oberen 
Eeibe, das der Faktor a” enthalt, und das Glied der 
unteren multi pliziert, das den Faktor aP bat, multipliziert, 
ebenso das Glied mit der oberen und das Glied mit 
der unteren usw., schUeJBlich das Glied mit aP der oberen 
und das mit aP der unteren Reihe. Der Faktor von aP 
in dem Produkt beider Reiben wird also 


2.4..(2n) ^ ^ ^^24..(2n-2) 2^^ ^ 

1 • 3. ... (2 n — 5) 1 • 3 , . IN. c. , (n <y\ . 


2.4..(2w-4) 2.4' 


Der Faktor von ist aber (cos ^). Man erbalt daher, 
wenn man die ExponentialgrSBen mit imaginaren £z- 
ponenten durcb die reellen Kosinus ersetzt und den Ko- 
effizienten des bochsten Gliedes berausnimmt; 


(9) P„(cos^)=1^!^|^|2cos(«^)+^2cos(«-2)^ 


1) 1*3 

■(2n- l)(2l^-3)^.2 


2 cos (w— 4)^ 


+ 


n (w — 1) (w — 2) 1.3-5 


(2w-l)(2w-3)(2n-5) 1-2.3 


2cos(w— 6)'^+. 


Die Reibe scblieJBt fiir ungerade n mit dem Glifde, das 
den Faktor 2 cos fiir gerade n mit dem Gliede, das den 
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iTaktor cos(0.i9') hat, also konstant ist; doch fallt fiir ge- 
rade n im letzten Gliede der Faktor 2, den alle iibrigen 
Glieder haben, fort 

Fiir einfache Werte von n wird 

Pi (cos = cos S', Fi (cos d) ==g( 2 cos 2 ^+ 

5 / 3 \ 

Ps (cos^) == cos S 'd' + — 2 cos . 

Folgerung. Da in der Reihe (9) alle Koeffizienten 
positiv sind, nnd da alle Kosinus ihren groBten Wert 1 
£ur^ = 0 aunehmen, so folgt, daB auch P,i (cos fur 19- = 0 
seinen groBten Wert hat, d. h F^ (1) = 1 ist der groBte 
Wert, den P« (cosi9-) annehmen kann. Ferner ist P„ (cos^) 
groBer als die Siimme, die sich ans (9) ergibt, wenn man 
statt jedes Kosinus — 1 setzt (und fiir gerade n auch das 
Vorzeichen des konstanten Gliedes umkehrt), d h. es ist 
Fn (cos d'):> — F^ (1) Oder P^ (cos i9-) > — 1 . Die Kngelfniik- 
tionen haben daher mit den trigonometrischenFnnktionen die 
Eigenschaft gemein, daB, wenn x reell ist und zwischen 
— 1 und +1 liegt, Pni?^) zwischen — 1 und +1 liegt 
Aus dieser Eigenschaft folgt aufs neue, daB fiir reelle 
a und X, falls 

— l<ic<l,0<a<l 

ist, die Reihe (1) konvergiert. 

AuBer den hier entwickelten Darstellungen von Fn{x) 
existieren noch andere, z. B. fiir x = cos ^ Reihen, die nach 

Potenzen von sin -i^,tg-^^ oder tg^ fortschreiten. Auf 

diese gehen wir hier nicht ein, ebensowenig wie auf die 
Darstellungen von Pnip) mittels der hypergeometrischen 
ileihe. 




d) Das Laplacesche Integral. 


Laplace hat zuerst P^ {x) in Form eines bestimmten 
Integrals dargestellt. Den Ausgangspunkt bildet die Formel 

71 




( 10 ) 


0 
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zu deren Gultigkeit erf orderlich ist, daB a reell und positiv, 
dafi ferner b entweder reell und absolut kleiner als oder 
auch daB h rein imaginar ist.'*’) 

Mittels der Formel '10) laBt sicli der Aiisdruck (A) 
9), dessen Ent^icklung auf die Kugelf unktionen f uhrte, 
durch ein bestiLimtes Integral darstellen. Wir bescbranken 
uns dabei auf reelle TVerte von x und reelle positive 
von Da 


1 — — — a '• “ — a‘{x^ — 1 . 

ist, so folgt aus ;10 



j 


iNacli deni, was oben bemerkt ist, ist ziir Giiltigkeit dieser 
Darstellung folgendes nbtig: a) Wenn x reell ist und 
zwischen — 1 und — 1 liegi. so muB a kleiner als 1 sein. 

b) Wenn x reell und grHBer als 1 ist, so muB a<— und 

X 

1— « > a ] / ^ — 1 sein. d.h. u < 4 oder a < a; — a;- — 1 . 

X — f — 1 

Ist diese ietztere Bedingung erfiillt, so ist iibrigens aucli 
/ 1 

die erste ««< — f erfullt. c'. Ist .i ncsrativ und absolut 

\ X j * 

grbSer als 1, so sind die fur die Anwendung der Formel 
(10^‘ erf orderlich en Bedingungen von selbst erfiillt Wir 
wahlen hier aber, wenn x=—xi ist, a Cxi — — l . 


^ ilan leiret die rormel 10 , fur reelle h ab, mdem ma-n an 
Stelle von <p die neue Integrationsvariable w mittels der Substi- 
tution 


tgv 


] 


a — h 
a^b 



einfuiirt. — Ist h rein imagmdr, h = ibi j so erweitere man die 
zu integrierende Funktion mit a — ihi cos 9 . Dadurch zerfallt das 
integral in die Summe zweier, und von c&esen verscbwindet das 
zweite. wakrend der Wert des ersten sicb mittels der Substitution 


a 


ergib:. 


1 3 - 5i- 


tg9 = t;gef 
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Durch diese Wahl von a ist folgendes erreicht: 1) In 
alien drei Fallen sind die Bedingungen erfiillt, unter denen 
die Reihe (1) (S. 9) konvergiert; 2) ist fiir alle reellen x 

\o.X’^a y 1 cos ^ I •< 1 . 

Daher kann auch die zu integrierende Funktion auf der 
rechten Seite von (11) in eine konvergente Reihe ent- 
wickelt werden: 


( 12 ) 


1 1 

1 — <7 7 Ijl 6s — leos^ 1 — a ^ 

00 

= 1 H- i — 1 cos tpY' • 

»— 1 


Integrieren wir diese Reihe gliedweise, was wegen ihrer 
absoluten Konvergenz gestattet ist, setzen die integrierte 
Reihe in (11) ein und wenden zugleich auf die linke Seite 
von (11) die G1 (1) (S. 9) an, so ergibt sich 


a«P^(a;) = l + 

Da diese Gleichung fiir beliebige, innerhalb der oben an- 
gegebenen Grenzen veranderliche a gilt, so sind die Ko- 
effizienten gleicher Potenzen von a beiderseits gleich, und 
wir erhalten das Laplacesche Integral 

(13) Pn (^) = -— j + \x^ — 1 cos d if . 

Bei der Ableitung dieser Gleichung ist x als reell 
vorausgesetzt. DaB sie auch fiir komplexe x gilt, kann 
folgendermaBen nachgewiesen werden. Entwickelt man 
unter dem Integralzeichen die a-te Potenz nach dem bi- 
nomischen Satze und integriert die einzelnen Summanden, 
so ergeben diejenigeu Summanden, die ungerade Potenzen 
von cos ^ , also auch ungerade Potenzen von y^c® — 1 ent- 
halten, den Integralwert 0. Die rechte Seite von (13) 
geht dadurch in eine ganze lationale Funktion von x vom 
Grade n fiber, und da diese fur reell e x mit der Funktion 
(4), S. 12 identisch ist, so ist sie es auch fiir komplexe x. 



n=l i 


y^;* — i cos d <p . 


Wangerin, Theorie des Potentials IL 
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Fo lgerung. Setzt man in fS) x = cosd', somit 
y — 1 = t sin , so wird 

71 

COS d'-T i sin d" cos c j = cos I'll (+ sin cos ^ o 

k=i 

und es wird fur ungerade }t 


j cos d ^ = 0 , 
0 

dagegen fur gerade = 



2 k 


{f df) = 


• 2 >i...{ 2 h) 


und somit 

/’n(cos5')=eos "i9'-r2 ( — 1 i W2 ? 1 • - ' a ^ v ^ cos”~®*'‘^sin^^‘^; 

'■i'i ..\i. tCl) 


dabfci ist die Summe fur gerade n von = l bis 

fiir nngerade n von ii = l bis — 1) zu erstrecken. 

Setzt man fur den Binomialkoeffizienten « 2 h seinen Wert, 
so ergibt sich fiir P^ fcos^) die neue Eeihe: 


'14 


P»(co& S) = cos'-^- 

k -- 

y f ‘ =271 — — ^cos«-2fe,?sin2fa^ 

Oder ausgeschiieben 

^'14a) P„ cos = cos ” cos sin ^-d- 

n ■»— l-i'n— 2)j!!— 3) 

^.4.0.4 ^cos'®~^^sia*i 9 '— ... . 
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ej Werte von Pji(cobS') fur sehr grofie Werte 
des Index n. 


Aus dem Lap 1 ace schen Integral ergibt sich derGrenz- 
wert, dem die Kugelfunktion Pn (pc) zustrebt, wenn der Index n 
liber alle Grenzen wacbst. Wir wollen diesen Grenzwert 
nur fur den Fall untei'sucben, dab x der Kosinus eines 
reellen Winkels ist, x = QOsd‘. 

1st zunachst i9- = 0 , also cos = 1 , so wissen wir, daB 
(1) = 1 ist fiir jeden Wert des Index n ; daher ist der 
Grenzwert von Pn(f) fdr n = co ebenfalls 1. 

Ist aber -3 von 0 nnd verscbieden, so wird 


(15) liin P^(cos^)==0. 

7i= CC 

Be we is: Ist zunachst n endlich, so ist nach (13) 


P„(cos^)= — / [cos ^ -f- ? sini9‘ cos d (p 

A J 
0 

if ^if 

= — J [cos3^ism3cos^]^dp^—J [cos'^— fsin'd’C08{£>]»df 


Setzt man 


so wird 


cos sin^ oos^ = q (cos I + f sin A) , 


i! 


Pn (cos = — [cos (n X) -f i sin (w A)] d <p 

7Z J 
0 

h- 

^ j q’* [cos (m 1) — * sin (» i.)]d^, 




(a) P ji (cos 3‘) — 1/ cos (nX)df, 


nnd darin ist 


^2 _ cQgS ^ ^ Si3l2 ^ ^ i _ glop ^ gjQ2 ^ 

Fur ^>0 ist, da 0<^<::, ^ ein echter Bruch, nnd 
wird mit wachsendem n beliebig klein. Aber ftir ^^==0 

2* 
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selbst wird ? = so daB nicht im ganzen Integratioui-- 
gebiet beliebig klein wird. Wir zerlegen daher das 
Integral (a) in zwei andere 

f ft 

2 r . 2 r 

(b) Pn(cos^}= — / Q^cos>\nX\d(p-T —\ §”cos(wAjdc. 

7l J ' 7Z J 

0 « 

uiid darin soil € eine positive GrSBe bezeichnen, iiber die 
weiterhin verfiigt werden soil. Der erste Summand der 

2 

rechten Seite von (b) ist kieiner als — s ; denn der groBte 

Wert^ den q innerbalb der Grenzen annehmen kann, ist 1, 
und daher wird die zu integrierende Funktion und mit ihr 
das Integral zn grofi, wenn statt Q^cos{nX) gesetzt wird 1. 
Verfiigen wir nun iiber £ derart, daB a mit wachsendem n 
kieiner und kieiner wird, iadem wir setzen 


wo a eine positive Zahl, a von n unabhangig ist, so ver- 
schwindet fiir n — oo die Gr56e £ und damit der erste Sum- 
mand der rechten Seite von tbl 

Im zweiten Summanden hat o, das mit wachsendem c 
abnimmt, seinen groBten Wert fiir die untere Grenze s. Nen- 
nen wir diesen Wert ql , so ist 

t 

Nun kami man ^ so schreiben 




WMchst nun n iiber alle Grenzen, so ist (sin s) /« = 1 , 

lim l-sin2 5--V =e 

i K*"J ’ 
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f 'I n 

Wahlen wir die positive Zahl a so, daB 1 — 2a>0, so wird 

I l-2a 

Km — w =-foo und liin(>i^=0, 

a 

d. h. nacK (c) wird fiir n = co auch der zweite Siimmand der 
rechten Seite von (b) gleich Null, Fiir w = c»wird also 
Pn (cos ^) = 0 . 

Zusatz 1. Das Resultat bleibt aucb riehtig, wenn 
zwar grofier als Null ist, sich aber mit wachsendem n immer 
melir dem Wert e Null iu gewisser Weise nahert. 1st namKch 


wo u von n unabhangig und ^>0 ist, so wird zunSchst 




• 2 

Sm^£-:7^V 


oder fiir e = 


2c+2i9, 1 1— 2a— 2^ 


f /sin-^\^/'sin«\® 

^ f ~ j v~r j 

und 

, « . « o 2a+2i9,l 1— 2a— 25 

woraus man, wie oben, erkennt, dafi limpi^ = 0, faUs nur 

n~ 00 

. 1 

wahrend im iibrigen a und ^ beliebige positive GroBen sein 
konnen. Die letzte Bedingung ist immer zu erfilllen, wenn 

^ angebbar kleiner als ist. Wir haben also das Resultat 

a 

(15 a) ^ ’ 
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falls ^ angebbai’ kleiner als— ist. 

Zusatz 2. Anders gestaltet sich das Eesultat fur 
= 1, Ist 




tt 

H ^ 


SO wird 

lim ( cos ^ — i sin if cos 

X 



lU u 

— COS^" — 


2n'’ 


n 


daber 


— s 


lini cos - ~ ** r d c 

nr.x V nJ tJ 
y 

!{. , . . ^ 1 r 

=-/ cos(ucosc)—ism{ucosf)dp=- Gos{uoos^)dfp. 

<<i* TTe/ 

0 0 

Das recbtsstehende Integral ist die sogenannte Besselsche 
Funktion oder Zylinderfunktion Jo(u)* 


{) Darsteilung yon Pn*^) als Differentialquotient. 
Wurzeln der Gleichung Pr,(a;) = 0. 

Wir stellen uns die Aufgabe, die in demLaplaceschen 
Integral auftretende Potenz 

[X — 1 cos 

nacli Kosinus der Yielfacben von p zu ent’vrickeln. Zu 
dem Zwecke dnicken wir cos c dureh ExponentialgrdBen 
mit imaginaren Esponenten aus, so wird 


- t 0-” — i COS C ;r 


2 X ] X‘—l -i- {i -L {x^ — 1) 
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Setzen wir zur Abkurzung 

(a) 1 = 

so ist 


x + cos <f = 


{X- 


*-l 




nnd 


2» (a: + ) - 1 cos ff = L ^ - t . 

Den Zahler der rechten Seite dieser Gleichung entwickeln 
wir nach dem Taylorschen Satze nach Potenzen von z. 




2 ! + 


' (2«)! ’ 


dividieren dann durch 2 ** und ordnen nach Potenzen von 
g, so wird 


^ 1 


n\ dx^ 






(w+1)’ dx^+^ ‘ (w+v)! rfa;^+’ 

>-!)! dx^-^ '* 


(n— v)’ 




die Eeihe (^) briclit bei v = w ab; im letzten Snmmanden 
ist unter 0 ! die Zahl 1 zn versteken. In (^) setzen w 
fiir z seinen Wert («) ein §nd driickeu durck Kosinus 
und Sinus von aus, so ergibt sick 


(y) 2^ {x+]l — 1 cos fY = ^ 

_ 1 1)” yi (ya;^— l)'^^(cos(v^)+jsi]i(v^)) d^-r*(:g^--l)ft 

m! dx^ (w + i^)! dx^ 

*^“1 (n—v)! dx^^^ 
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Auf der rechten Seite von (y) miissen nnn die Koeffi- 
zienten aller Sinus verschwinden. Denn entwickelt man 
{x — 1 cos nach dem binomischen Satze und driickt 
alle Potenzen von cos ^ durch erste Potenzen der trigono- 
metrischen Fanktionen der Vielfachen des Winkels <p aus, 
so erhalt man nur Ko&inus dieser Vielfachen, keine Sinus. 
Auf der rechten Seite von (y) miissen sich daher alle Sinus 
fortheben. Es miifi somit die folgende, ziierst von Jacobi 
aiifgestellte Gleichung besiehen: 


- i U -' -7,--^- -’ (’S”) 

Infolgedessen geht die Gleichung ly in folgende iiber 


7 ( — cos c . ] A' — 1 )” = 


1 

dx^ 



1)' 1)^ 
— rV 


cos (v p ) ; 


in der Summe rechts kann man iiberall 4 -v mit —v ver- 
tauschen. 

Integrieren vdr Gleichung (IT < nach p zwischen den 
Grenzen 0 und z und beachten, daB fur jeden ganzzabligen 
Wert y ^aiiBer fur > = 0j 


I cos t r c) dc = 0 

i, '' ^ 

ist, so folgt 


f (x — cos p • I 1 )” (?c == 

0 


1 

2^ nl dx'^ 


Das Integral auf der liuken Seite ist nach (13) =.rP,j(a:), 
daher ist 


(ISt 


P„ [x\ *= 


1 d^Ux’-i}^ 

2«.»! dji^ 


Die Gleichung ? IS) ist zuerst von Rodrigues, spS.ter un- 
abhangig von diesem von Ivory und Jacobi gefunden. 

^ ir wollen aus (17) noch einen weiteren Schlufi ziehen. 



(19) 
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TTir multiplizieren die GleichuDg mit cos(y^) und inte- 
grieren zwischen 0 und r. Dabei ist zu beachten, daB 

j cos (v 0 ) cos [v 
0 

= 0 ist, wenn v und v* zwei voneinander verschiedene 
ganze Zablen sind, waJbrend das Integral fiir v = v' den 

Wert hat. So ergibt sicb 


i -f — 1 cos e cos (r <p)d^ = 




und darin kann wiederum +v mit —v vertausckt werden. 
Von der Gleichung (19) wird spater Gebrauch gemacht 
werden. 

Aus (18) ziehen wir die wichtige Folgerung, dafi die 
Gleichung 

Pn (^)-0 


lauter reelle Wurzeln hat, die samtliSh zwischen —1 und 
+ 1 liegen. Denn hat eine algebraisehe Gleichung f(x) = 0 
zwischen x = a und x = b p reelle Wurzeln, so hat in dem- 
selben Interval! die Gleichung f(x) = 0 mindestens ( 2 ?—!) 
reelle Wurzeln, da zwischen je zwei aufeinander folgenden 
Wurzeln von f{x)^0 mindestens eine Wurzel von f[x)—0 
liegt. Das iiber die Anzahl der Wurzeln Gesagte gilt nicht 
nur, wenn die zwischen x=a und x = b liegenden Wurzeln 
von f(x) = Q alle verschieden, sondern auch, wenn mehr- 
fache Wurzeln darunter sind. Welter hat die Gleichung 
f'[x)=^0 zwischen x=a und x=h mindestens (p— 2) reelle 
Wurzeln usw. 

JTun hat die Gleichung 

f(®) = (:s*-l)«=0 


2 w reelle Wurzeln, von denen nm a?= + l, n in zu- 

sammenf alien. In dem Intervall 5 ? = — 1 bis a: = + 1 hat daher 
die Gleichung f(x) = Q (2«--l) reelle Wurzeln, von denen 
je (^^— 1) iu x = + i und x = — l zusammenf alien ; die 
Gleichung f' (a;) =0 hat in demselben Intervall (die Grenzen 
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'iingeschlosaen) 
die Gleichung 


(2h — 2j reelle Wurzeln usw., 






endlicli hat 


in Jem Interval! (— 1 , — 1) mindestens n reelle Wurzeln. 
Da ferner diese Gleichung iiberhaupt nur n Wurzeln hat, 
so sind alle ihre Wurzeln reell uud liegen z^vi&chen — 1 
und —1. unterscheidet sich aber nach (IS) von 

Pj, nur um einen konstanten Faktor, daher gilt das 
Resultat fiir die Gleichung x=-rl und x = — 1 

selb-t gehuren nicht zu den Wurzeln von P,j(a;) = 0, da 
P^ i) = l,P^(^l) = f~.l/^ ist 

Weiterhin ^\ird sich ergeben, dafi die Wurzeln von 
Pft(j:;==0 samtlich voneinander verschieden, dafi keine 
Doppel- oJer mehrfachen Wurzeln unter ihnen sind fsiebe 
Kap. 3, S. 35 j. 


g Die Integralsatze der Kugelfunktionen. 

Fiir die Kugek’unktionen gelten folgende Integral- 
satze, die den S. 25 benutzten Integralsatzen der trigono- 
metrischen Funktionen analog sind. 

Sind m und w zwei voneinander verschiedene ganze 
Zahlen, so ist 

V — i P n (a?) P ^ (x'j (? 57 — 0 , 

Ariihrend 

1 

r , 2 

l-Ua P>,iXj“dx = — ^ — 

y - 2«-l 

~z 

i't. Wird ^.■ = cost9' gesetzt, so lauten die Satze: 

-r 

r Pn { COS P^, (cos xP (»e ^ n ) , 

(3 

I L^n (cos sind d& = - — - — . 

' 2 w-f 1 
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Beweis. Stellt man sowohl als niittels 

der Gleichung (18j 8. 24 als Differentialquotienten dar nnd 
set 2 t zur Abkiirzung 


( 21 ) 

so wird 


2«.n! 2®.»i! 


-c, 


22j 

-1 -1 


Durcli teilweise Integration kann man den Index des einen 
Differentialquotienten erniedrigen und zugleich den des 
andern erhdhen, und zwar wollen wir, wenn n>m ist, n 
erniedrigen, m erhohen. Die einmalige teilweise Integration 
ergibt 

4"! 

-1 


Der erste Summand der rechten Seite verschwindet; denn 
der (w— l)4e Differentialquotient von enthalt den 

Faktor und dieser Faktor verschwindet fur die 

beiden Grenzen x=+i und a;=— 1. Ebenso verschwinden 
auch die niedrigeren Differentialquotienten von (a;“— 1)^ 
an den Grenzen. Durch w-malige teilweise Integration 
erhalt man daher: 


(22a) 


d^^{x--iY 




dx-^ 


dx. 


-i 


Hier ist der zweite Faktor unter dem Integral konstant 
= (2w)l, und da « — w>0, so wird 


r/77i— w— 1 i >n+l 

(22b) J-(-l)«g.(2».)l [ “ J ]_^. 


Der (n — l)-te Differentialquotient von {x^ — iy ent- 
halt aber den Faktor (re®— 1)’"+^, verschwindet also fiir 
die Grenzen. Damit ist die Gleichung (20) fiir w > m 
bewiesen. ’Analog wird der Beweis fiir m>n. 
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Fiir deii Fall n ~ r/i verfahren ^ir ebenso, d h. wir 
vermindera durcli fortgesetzte teilweise Integration den 
Index des einen und erbShen den des andern Differential- 
quotienten in (22). Durch w-inalige Anwendung dieses 
Verfabrens ergibt sich die Gleicbung, in die (22a) fiir n = m 
ubergeht, d. h 



d.b. wegen derBedeutucg von J und G [Gl. (22) und (21 
fiir n = m 


-i-i -fi 



Fiihren wir in dem Integral der recbten Seite an 
Stelle von x die Integrationsvariable S' durcb die Sub- 
stitution a: = co3i9* ein, so wird 

r 

l)n / , 

— i i 

und dies Integral hat, wie bekannt, den "VTcrt 
^ 2n. 2n— 2 2 

27 ? — 1 2 72 — 1 * ‘ 3 
Die recbte Seite von (2 2d) wird daber 



2^4 .. .(2n> 2 

3«5..(2ft — 1) ^ 2n-j-l^ 


und damit gebt (22 d) in die zu beweisende Gleicbung (20a) 
uber. 


h) Anwendungen der Integralsatze. Eekursions- 
formeln fiir die Kugelf unktionen. 

Wenn man weiB, daB irgendeine Funktion f(x) sich 
m eine naeh KugeKunktxonen fortschreitende Eeihe ent- 
wiekeln laBt: 

(23) 
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so kann man mittels der IntegralsS.tze (20) und (20a) die 
Koeffizienten der Entwicklung bestimmen. Multipliziert 
man namlick (23) mit (x) und integriert gliedweise 
zwischen den Grenzen — 1 und -f 1 > so verschwinden nach 
(20) auf der rechten Seite alle Integrale, in denen v von n 
verschieden ist, wShrend (20a) den Wert des Integrals fiir 
v = n bestimmt: es wird also 

j-i j-i 

( 23 n) I Pr. ix) d<S = An. = f f(x) Pn U) « .< - 

-1 —1 
Durcli dieselbe Argumentation, die zur Bestimmung 
von An fiihrte, ergibt sich auch, dab, wenn eine Funktion 
f{x) sich in eine nach Kugelfunktionen fortschreitende 
Eeihe entwickeln lafit, diese Entwicklung nur auf eine 
Art moglich ist, oder anders ausgedrnckt, dafi, wenn zwei 
nach Kugelfunktionen fortschreitende Eeihen 

2 A, Py (ii‘j und 2 -Pt (x) 

fur alle Werte von x gleich sind, die Koeffizienten der 
Kugelfunktionen mit gleiehem Index in beiden Eeihen 
dieselben sein miissen. 

Die Frage, unter welchen Bedingungen man eine 
Funktion f(x) in eine Eeihe von der Form (23) entwickeln 
kann, wird spater in Kapitel 6 erortert werden. In einem 
Falle laBt sich die Moglichkeit der Entwicklung sofort 
zeigen, namlich wenn f{x) eine ganze rationale Funktion 
von X ist. Zunachst laBt sich jede ganze Potenz von x 
durch eine endliche Summe von Kugelfunktionen darstellen, 
Aus den Ausdriicken (4a) S. 13, die Pn (x) fiir die ein- 
fachsten Werte des Index n angeben, fol^; 

l=a:® = Po(z) ; = Pa (a;) + lPo(a;); 

x = Pxixy, ^*=|p,(i!;) + |pi(a:). 

Setzt man die Ausdriicke ffir x^ und x^ in die Gleichung 
fiir Ps (x) ein, so erhalt man die analoge Darstellung fiir 
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, und allgemein ergibt sich aus der Gleichung (4) S. 12 
fiir Pni^) der entsprechende Ausdnick fur falls die 
Potenzen durch derartige Peihen dargestellt 
werden konnen. Dureh den SehluB von n auf n-\-l ge- 
langt man demnach zu eiaer Eeihe fiir x'^ von folgender 
Form: 

(24j = Aji Pfi' X^ — A^ — ^P n— 2 ' — Aii—4iPn—^ (^) d" • ' 

Die Pteihe schiieDt fur gerade n mit AoPo{x), fru: ungerade 
n mit AiPi{x). LaBt sich aher jede ganze Potenz von o. 
durch eine endliche Summe von Xugelfunktionen aus- 
driicken, so gilt dasselbe fur alle gauzen rationalen Funk- 
tionen von 

'SS'It wolien das Ergebnis auf mehrere Beispiele an- 
Tvenden und fiir diese die Koeffizienten der Eeihe be- 
stimuien. 

I. Erf soli in erne nach Kugelfunktionen fort- 

Cl jO 

schreitende Eeihe entwickelt vrerden. 

Aus (4;S.12 ergibt sich, daB nur die Potenzen 

a:«— ... enthalt. Demnach enthalt die gesuchte 
Eeihe nur die Kugelfunktionen mit den Indizes n — 1 , 
n — S . »* — 5 , . . . d. h. es ist 


(25) 

worin 


dPr^ 

dx 


: 2 ^ P,n {^) . 


und — m imgerade 
ist. Gleichung f23a. lautet hier: 


26; 


-1 


Femer foigt aus 25 un-l '20/ 
-1 


I Pi i>) dx= u , falls . 
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Ebenso ist, da n>m 




/26a) 




-1 


Addiert man die mit luultiplizierte Gleichung 1 26aj 

u 

zu (26)^ so ergibt sich 


-1 


Eiir ,r = 4-l haben Pn{^') den 1, fiii 

x=— 1 dagegen den Wert (—1)”, resp. (—1)”^, das Produkt 
Pn*Pm wird also 1 fiir x = +i, dagegen, da w — w un- 
gerade, 1 fiir ^ = — 1. Deinnach wird 

Wir haben somit folgendes Eesultat: 

= (2«-l)P„_, (x)+{2n-o)P„.,ix)^2n-9)P^^ix)+ 


^ d p r»3j) 

tT. Wir entwickein noch das Produkt x — nach 

ax 

Kngelfunktionen. Nach dem vorher Gesagten hat die 
Entwicklung die Form 


JPnjso) 


— 2 } 


wobei 

ist. Femer ist 


dx 

w<w, n — m gerade 
-{-1 


(28) 




2w + l 


-1 


P m ^ ^ 


Oder, wenn teilweise integriert wird, 
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■^1 

f 28aj Cjifi, • p Pn * ‘^)j ^ 

-i 

— I 

Da a — m gerade i&t, bO hat das Produkt x P,n 
a:«=— 1 den Wert —1, wahrend tur x = -rl sein Wert 
— 1 ist. Daher hat der erste Summand der rechten Seite 
von (28^ den Wert 2. Ferner ist fiir m<n sowohl der 
zweite, als der dritte Summand gleich Xull, der erstere 

direkt nach (20) S. 26, der letztere deshalb, weil , 

nach Kugelfunktionen entwickelt, nur Funktionen enthSlt, 
deren Index kleiner als n ist. Wir haben daher 

C» ={2»i — Ij, falls m<n. 

Fur ;/i — n dagegen folgt der Wert des zweiten Suin- 
manden aus (20a/, und der dritte S um mand ist fiir w = n 
das in (2S) anftretende Integral, somit ist 

2^2 2 
■ 2irn: “ 27^ “ ‘ 27+1 ’ 

woraus 

Cn = n 

folgt. Wir haben also 

(29 j;^^=„P„(f,^i2»-3)P;^2(®)^(-2n-7)P„_4(a:)+ 

a X 

Die Reihen (27) und (29) haben als letztes Glied beide 
entweder l,Pc{x)j oder S.Ppj-), 

Aus den Reihen (27 1 und (29j ziehen wir noch fol* 
gende Folgerungen: 

la, Wird in (27j einnial Ji-f-l, sodann n— 1 an Stelle 
von n geseizt so hat man 
dPn '(x) 

d P ' 

“ i^:^' = (“’‘-^)-P«-2W-<'2«-7)P„_4(a:)-r.. . 
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Subtrahiert man beide Gleichungen, so folgt 


(30) 


dPn+l[x) dPn-l{x) 


dx 


™ = (2n + l)P„(a;), 


eine Gleichung, die fur a; — cosii^ die Form annimmt: 

-Pn-l (cos »9-) (cost?-) • a 7 , / a 

(30a) i = (2«4-l)smi?.P„(co3^, 


d.9- 

Fur » = 0 gcht Gleichung (30) in folgende tther: 
(30b) 




II a. Setzt man in (29) ebenfalls einmal w-j- sodann 
w — 1 an Stelle von n nnd subtrahiert die dadurch ent- 
stehenden Gleichungen, so erhalt man 

'dPn+l{x) dPn-i{x)] 

dx dx j 

=(«+ 1) P„+, (a;) + (2» -1) P^i (a;)+(2«-5)P,^ (a;) 

+ (2w-9)P„_5(a:) + .. 

— (« — 1 ) P„ _ 1 (a:) - (2 « - 5) P„ _ 3 (a?) — (2 M — 9) P„ _5 (a:) - . . 
= (m + 1) P„^.i (x) + « P„_i {x) . 


Driickt man den zweiten Faktor der linken Seite mittels 

(30) aus, so folgt 

(31) {2n + l)xPn {x) == (n + 1) (ic) + « P„_i [x) . 

Damit ist eine Eekursionsformel gewonnen, welche die 
Werte von P mit drei aufeinanderfolgenden Indizes und 
demselben Werte des Arguments x verbindet. Dnrch suk- 
zessive Anwendung von (31) kann man aus Po(a;) = l und 
Pi(x):=x den Wert von Pni^i^) fur jedes x berechnen. 
Fiir n^O geht (31) in folgende Gleichung Tiber: 

(31a) X Po (x) =* Pi {x ) . 

Wangerm, Theone des Potentials IL 


3 
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Kapitel 3 

Die Differentialgleichuiig der Kugelfimktionen nnd 
die Kugelfimttion ZTreiter Art, 

a} P,,'X} genugt emcr iinearer Differential- 
gleichung zweiter Ordnung. Doppelte Ableitung 
die?or Gleichung. 

Wendet man die Jacobische Gieichung (16), S. 24 auf 
den iipeziellen Fall y=l an, so lautet dieselbe: 


1 1 , 

' — 1 I ! 

^der 


1 




1 

)?. — 1^1 ]:cr—l 


ox 


n -1 


- — 1 ; ; — ^ = >< (n — 1 

I)arcli nochmalige Differentiation ergibt sicb: 

I dn{x^^iy 


dxi"' dx^'-^ 

Xach f IS; ist aber 

d ' ,>*“ — JL 
d 4” 


2'- . U ! Pyj xj , 


dx^ 


dafi Gleicbung (1 auch so geschrieben werden kann: 

Oder, ^enn man beiderseits durch den konstanten Faktor 
2’^7il dividiert, 


2 ) 

Oder 
2 a) 


d{x--rj 




dx 


dx 


■n(n — ijP„(x) = 0 


d(i-x^) 


dPjJx) 
d x 


dx 


ri (« -r 1 ) Pn (*) = 0 
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oder auch 

(2 bj (1 - - 2 ^ ^ ^ 1) P, (.:) = 0 


dx 


Pn^^) genugt also emer linearen DifferentialglGicliung 
zweiter Ordnung. 

1st X = cos d' , 30 wird 


df(x)__ dfico^d-) 


1 


dx d& 

und daher geht die Gleicliung (2 a) in folgende uber: 
^f7P«(eos.9’l] 

1 J 


(2c) 


sm6 


cli^ 


-f W (>2 + 1 j Pn (eos i/-) ^ 0 . 


P olgerung 1. Aus der eben abgeleiteten Differential- 
gleichung folgt, daB die Gleichtmg Pn {P) = 0 keine Doppel- 
oder mehrfachen TTurzeln haben kann. Denn ware z. B 
eine Doppelwurzel der Gleichung P^(:c) = 0, so 

dP (x) 

muBte fiir x = o:^ sowohl selbst, als — - ver- 

Cu X 

schwinden. Aus der Gleichung (2 b) wiirde dann, da xc^ 

d^ P (x) 

nicht = + l sein kann, folgen, daB auch — ^ iuv x = Xo 
verschwindet. 

Differentiiert man ferner die Gleichung (2 b), so folgt 




dx^ 


dx”- 


Co X 


AYiirden nun fiir x~xo Pn und und damit auch ^ 


^ VCUVi. Vl,c*l II IV ^ 

dx dx^ 

verschwinden, so miiBte, wie die letzte Gleichung lehrt, fiir 
d^P 

x = Xo auch ~T-y verschwinden. Mit dieser Argumentation 

kann man fortfahren, indem man (2 b) zweimal, dreimal usw. 
differentiiert und nach der Differentiation jedesmal x = xq 
setzt Aus der Annahme, daB xq eine Doppelwurzel der 
Gleichung Pn{x) — 0 ware, wiirde somit folgen, daB fUr 

3 * 
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, d^P„{x) i'>P„(4 , . , 

^ = ^ auch versch^nden 

^}i p i 

muBten. — ^^n" ~ ganze Funktion 


ii-ter Ordnung ist, eine von Null verschiedene Konstante. 
Somit ist unsere Annahme unzulassig, d, h. die Gleichung 
Pn(^j = 0 kann keine Doppel- oder mehrfachen Wurzeln 
besitzen. 


Folgerang 2. Die Differentialgleichimg i2) gestattet 
eine neue Herleitnng der Formel (20) S.:2i6. Multipliziert 
man namKcb die Gleichung (2 a) mit subtrahiert 

von dieser die Gleichung, die sich aus ihr durch Ver- 
tauschung von ?n und ?i ergibt, und integriert dann nach 
X zmschen den Grenzen ~ 1 und -r 1 , so ergibt sich 



-1 


Die ersten beiden Summanden von (3 1 integriere man teil- 
weise, wobei zu beachten ist, daB(l — x^) an den Grenzen 
versch^vindet, so werden diese Summanden 


-1 

/ '** 7/1 /j 


-rl 


dP,.‘X,,^ ,,dP„ix}^_ fdPj^ ,dP^[x) 


-P 

-1 


dx I dx 


■(1-x^)- 


dx 


sie heben sich also auf, so daB (3) wird: 


-1 


i 3 a j r„ /„ _ 1) _ ^ 1 j] I p, (x, p,4a:) d ^ = 0 . 


-1 


1st Menn n ron m verschieden, so ist der erste Faktor von 

1 muB der zweite Faktor versohwinden, 

und das ist die zu betreisende Gleiebung. 
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Z^veite Ableitung der Diff erentialgleichung. 
Vir geben noch eine zweite Ableitung unserer Differential- 
gleichung, und zwar eine Ableitung, die den Zusammen- 
hang unserer Untersuchung mit ihrem Ausgangspunkte 
herstellt. 

In Kap. 2 [Gl. (2), S. 11] ist der reziproke Abstand 1 ^ 
zweier Punkte nach Kugelfunktionen entwickelt. Wir wen- 
den diese Formel auf den speziellen Fall an, daB n = 1 , i9i= 0, 
infolgedessen cos y = cos h' ist. Zugleich sei r < 1 , dann ist 

1 CO oo 

(4) — =1 Pn ^COS = ^ ^Pn (cOS . 


Andererseits genugt 1 q der Laplaceschen Gleichung 
^=0, d. h. nach Gleichung (12) des ersten Kapitels 
(S. 7) ist, da 1 1 ^ von w unabhangig ist, 


i5) 


8r 


8— 

1 si 


8 r 


Sind 


8 d 


Setzt man in (5) die Reihe (4) ein, so kann diese ohne 
weiteres gliedweise differentiiert werden. Denn bei der 
Differentiation von 11^ =(1 — 2 r cos d + entstehen 

aus der Potenz mit dem Exponenten — ~ nur die Potenzen 

3 5 ^ 

mit den Exponenten — — , , und entwickelt man 

diese nach steigenden Potenzen von r, so sind die Kon- 
vergenzbedingungen genau dieselben wie die fiir die Potenz 

mit dem Exponenten — ^ . Konvergiert also die Reihe fiir 

a 

Ij^ (und das tut sie nach S. 10 und 15), so konvergieren auch 
die daraus durch Differentiation hervorgehenden Reihen. Aus 
(4) folgt also 

71 =0 
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. 1 
c — 

I V . 




d Pn (cos d') 

I& 


Xaeh (5) ist die Summe der Imken beiten von (4 a') und 
^4bj gleicli Xull, dalier ist auch die Summe der rechten 
Seiten gleich Xull; und da das fiir beliebige Werte von 
^ < 1 gilt, so miissen die Koefiizienten aller Potenzen von 
f versohwinden, d h, es ist 
d Pn ( cos O j 


dsin^ 


cl xr 


sinij^ 


d<i 


— Ij Pn (cos i^-) = 0 , 


and das ist die Gleiohimg (*2cs die iiir cost9’ = x in (2 a) 
abergebt. 

Die ei*ate Ableitung hat den Torzug. daB sie auch fiir 
-c >1 gilt, wahrend die zweite voraussetzte, daB x reell 
:«t und zvischen und —1 liegi. 


b) Das allgemeine Integral der Differential- 
gleichung der Kugelfunktionen. Die Kugelfunktion 
zweiter Art. 

Wit woUen nunmelir die Differentialgleichung (2) un- 
abhangig von ihrer Entstehung behandeln. Bezeichnen wir 
die abhangige V eranderliche niit ?/, so lautet die Gleichung (2) : 

r. ^ d- fj ^ dy 

i 6 < !' 1 — j' - . — w(n— 1S^/==U. 

rtf d j. 

Wir auchen dieser Gleichung durch eine nach fallenden 
Potenzen von x forr-chreiTende Eeihe zu geniigen von 
der Porm 


7) if^Ax^ — Ai .c"*” ^ — A 2 — . . . — — . 


]>ann wird 


^d-y ^ dy 
dx^ dx 

= \a a—l)—n(n — 


5// 

i)j 1)— w (w-i-l)j 

n(n—iy 

— 1)]A/ . 
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und 

=c£(«— 1) 2) 

-r(a-“2j («— 3) . 

— &){«— i — 1) -f . . , 

Soli durch Eiasetzen dieser Ausdriicke Gleiehung (6' 
erfiillt werden, so mussen die Koeffizienten der einzelneii 
Potenzen von x verschwindeHj d.h es miiB 

[ a («“ 1) — w (n-r 1) ] 0 , 

I afcr— I) — w(w-rl)] Ai = 0, 

[(a— 1) (< 7 — 2)— « (w-f-l)] A] — a («— 1) A, 


[ (u — Jcj (jx. — Jc-\- 1) — w(w-{- 1) ] Aj^ — (u — Zj-f-S) (cl — i) 


sein. Die erste dieser Bedingungen erfordert, da A nicht 
=*0 ist [denn A==0 wurde nur die Bedeutung einer An- 
derung der Bezeichnung haben], daB 

entweder a = n oder a^ — {n + l) 

ist. In‘ beiden Fallen ist a(a~l)“W(>i+l) von Null vei- 
schiedeD, daher erfordert die zweite Bedingung, dafi Ai=0 
isi Die letzte Bedingung sagt aus, dafi Ajc gleicb Aft_2? 
multipliziert mit einem endlichen Faktor, ist. Ist also 
Aic -2 — 0, so muB aiicb A7 c= 0 sein. A us Ai=0 folgt also 

A 3 — 0 , Ao~0y .. 

d. h. die samtlichen Koeffizienten A mit ungeraden Indizes 
verschwinden. 

Zur Berechnung der A mit geraden Indizes unter- 
scheiden wir die beiden Falle a = n und a = — (n+l). Zu- 
gleich setzen wir in (8), da gerade sein muB i = 2^r^ 
Dann lautet die letzte Gleichung (8) 
a) fiir a==n: 

[(n— 2i'+l)— w(W'hl)]A 2 &'=(w— 2J;'+2)(n— 2 A'+ 1 )A 2&'-2 

oder 

(8 a) 2¥ (2 w+ 1— 2X:') = — (w— 2 ^ + 2) (n— 2 V+ 1) A 2 fc '-2 • 
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Setzt man in 1 8 a) an Stelle von // der Reihe nach Z;'— 1, 

J'— 2,..,, 2, 1 'fur wird 2 ( 2 ? 2 — = JL] 

iind multipliziert alle diese Gleichungen, so folgt 

2«4. 2 /<:')(2w— 1;(2 t2n— 1— 2*" ^2 

~ 1—1 f^n (n— 1 }(n—2) [ w— 3 ) . . , {n— 2 ¥-*-2) ( n— 2 //-i-1) A 2 2 - 42 ^*— 4 . . ^2*1 
oder 

.y. 1 , -( n.. vn-i'>>n-2) .{n--2k'^i) 

' > ^ ^ 2.4..(2A-')''2«-l)r2»-3)..f2»-2ii:'+l) ’ 


die Reihe (7, wird also 




n n — 1 y (ti “ 2) . . (n — 2 ZrV 1) 


2.4..'27;'i(2w-l;f2«-3)..(2«-2i'+iy 






Die Reihe bricht, da n eine ganze Zalil ist, von selbst ah 
und ist, abgesehen von einem konstanten Faktor, = {x) 

' Vgl Gl. (4j, S. 121 Damit ist unabhangig von der Ableitung 
der Gleichung (6j gezeigt, daB C.P?i(a;) ein partikul'dres 
Integral derselben ist, wena C eine wnllkiirliche Konstante 
bezeirhnet 

b \ Fiir « = — { w — 1) , l — 2¥ folgt alls der allgemeinen 
Gleichung (S) an Stelle von 'Sa) die Gleichung 


», S b ) 2 7* f 2 w — 1 — 2Jcj -d.ofe' — (w 2 ¥) T 2 ¥ — 1) 


;fiir F-=l wird ;8b! 2.i2ti^3j^2-(n4- lJ(w-f-2)4 Wen- 
det man (Sb) viederholt an, indem man i*'— 1, ft'— 2,..., 
1 an Stelle von ¥ serzt, und multipliziert alle Gleichungen, 
so ergibt sich 


'9 b) 4 ?' — 






2.4..(2ft'.(2»-r3j(2»-L5j..(2wi-2ft'-fl) 

und die Reihe 7 1 vird in diesem Falle 

(10b 
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Die Reihe (10b), in der, wie oben, A willkiirlich bleibt, 
stellt ein zweites partikulares Integral der Gleichnng (6) 
dar, und zwar in Form einer unendlichen Reihe, die naeh 
den allgemeinen Konvergenzbedingungen fur kon- 

vergiert, far x^ao verschwindet [Fiir \x\<^i nnd ,^; = 1 
konvergiert die Reihe nicht mehr.] Gibt man in (10 b) der 
willkurlichen Konstante A den Wert 

SO bezeichnet man die Reihe mit also 

(10 c) Qn(x) = 

+ 

und nennt sie die Kugelfunktion zweiter Art. 

Damit haben wir fur den Fall la;|>l zwei partiku- 
lare Integrale der Gleiehung (6) gefunden, und fur diesen 
Fall ist das allgemeine Integral der Gleichung 

( 11 ) y-CPn(x)^aQn{x), 

worin G und (7' willkurliche Konstante sind. 

Fiir x = Qo wd P^(x) = QOy Qn{^)} wie bemerkt =0. 
Sucht man also ein Integral von (6), das fiir x=(x> ver- 
schwindet, so ist in dem allgemeinen Integral (11) (7=0 
zu setzen, d, h. das gesuchte Integral hat die Form 
O' Qn (x ) . 

c) Andere Darstellung der Kugelfunktion zweiter 

Art Qn{:o). 

Fine andere Darstellung der Kugelfunktion zweiter 
Art, und zwar eine solche, die fiir beliebige x gilt und 
fur \x\y>l mit (10c) iibereinstimmt, gewinnt man durch 
Anwendung einer schon von Euler angegebenen Methode, 
die aus einem partikulSren Integral einer Differential- 
gleichung zweiter Ordnung ein andres abzuleiten lehrt, 
WeiJB man, daD y^Pnifc) der Gleichung (6), S. 38 geniigt, 
so seize man 

( 12 ) 


» ! f 1 (m -f 1) (ji4- 2) 1 

1.3...(2«-f-l)|a"-i 2.(2«+3j 
(«-;-l)(w+2) (»+3) (,ti+4) 1 I 

2>4.(2M+3)(2w-i-oJ 


y = U'Pn(j»)y 
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WG. %i eine funktion von x ist, und bestimme u derart, 
daB auch der Ausdruck (12 1 der Gleicbimg (6) geniigt. Setzt 
man den Ausdruck (12j in (6) ein^ so ergibt sich 


A2a'i (.L- 


-i)[« 


d-Pn^JL) ^ dud Pn (^0 €P U 

d c- dx d X d x^^ 

d P,i (Xj d ii 


d X 


(-3?) j 

! - ^ P„(.M]-«(w-f 1) « P„ (a:)=0 . 


FaBt man in (12a/ die Glieder mit dem Faktor u zu- 
-arnmen, *o geben diese 


I ctx- ^ ax 




vind der Faktor v'on a verschT\ indet, da Pn{x) der Gleichung 
(6; genugt. Deninach reduziert sich die Gleichung (12a) 
aui folsrende. 


• x~ — 1 




cder nach Division ink ^^\^j.'—l)Pri(x) auf 


(i2b 



d log Pn (x) 
dx 


d\ogKz‘^-l) _^ 

dx 


il2b' laBr sich integrieren und gibt 
■ i 3; log ( j - 2 log P„ (.r , - log u - — 1) = log JC , 


wenn 
^ eiter 


.13a 


V 


13b 


log K die Integrarionskonstante bezeichnet, daher 
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und 

iM) 




— ^n{^) j ^^ 2 __ 


dx 


i)rAwr- 


■KiP, 


Diese Ldsung ist, da sie zwei willkiirliche Konstante K 
und El enth^ltj das allgemeine Integral yon (6j Ans 
ihr folgt fur Z’—O, == 1 die schon bekannte partikulare 

Ldsung y=Pn{x), daneben fiir jKi = 0, 5'=— 1 eine zweite 
partikulare Ldsung^ die wir einstweilen mix q^Jx) be- 
zeichnen, 

( 16 ) f.to/ pi i TffikwF 

Es soil zun*dcbst gezeigt werden, daB q^ (x) f iir | a; j > 1 imt 
Qn {x) ubereinstiinmt. Dazu ist q^ (x) in eine Form zu 
bringen, die fiir groBe Werte von x die Entwicklung der 

recbten Seite nach steigenden Potenzen von i ermdglicht 

Dabei ist zu beachten, daB Pnix) die Form hat 

Pji {x) = C. — Ox + (22 

worin 


(15 a) G= — 

3...(2k-1) 

w! 


ist. Daher kann man (15) so schreiben: 


1 ai ^2 

QhW- ^•*[1 ^..^4 

\f 

d X 

1 r,2d-'-2f i. 



J xVV x^ 

Fiir groBe Werte von !a;| 

kann man den Ausdruck 


1 


/i 

ai «2 1 

2 


1 

-t 

1 



nach ^steigenden Potenzen von - ent^ickeln 

X 

=1-^+^+ 

' X- = 

eine Reihe, die sicher konvergiert, wenn j x ; groB genug 
gewahlt wird. Fiir derartige Werte von x wd also 
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15b) 


2«t^l c^'[^~T- 


_1 1 



J dx\ ^ 

1 


*a.2»---4 ■ 


ai 02 1 / ^ 2ll-rl jSi 


und hieraus erkennt man, daB die Funktion g_n{^) 

X ^ oQ yersch'windet. Xach dem, was am SchluB von 
Xo b tS. 41) bemerkt ist, muB dalier fur alle ' x\>l 

^ Ibj ^ ^ I y I = C • Qn ^ -3?) 

sein. Una C' zu bestimmen, mnltipliziere man (16) mit 
/.n-i ggjjg 2 ur Grenze fiir ^ = 00 liber, so wird 

(16a; lim C’ *lusi (?„(/}] . 

^=X ^ r=x^ 


Xun folgt aus 15a und b 


r~x «- 


1 «! 


und aus Gleichung f'lOc; S. 41 ergibt sioh fur 
lim 

T=-X ~ 

derselbe Wert. Somit geht il6a) in 
1 = C' 

iibei; und es ist fur . r >1 

2n'>) = Cnl)- 

lEt dem Ansdruck 15) ist ein zweites partikulares 
Integral der Differentialgleichiing (6) gefunden, und zwar 
stellt 15; dieses zweite partikulare Integral auch fiir Werte 
von <1 dar, wahrend zugleieh fiir jo? >1 die Funktionen 
qn und Qn identisch ^yerden. Die Funktion qn ist also 
von beiden die umfassendere, sie enthalt Qn als besonderen 
Fall. Da es ublich ist, das zweite partikulare Integral 
von i6, fiir alle x mit QnU' zu bezeicimen, so woUen wir 
von jetzt ab statt qn^^j setzen Qn\p)^ d. h. wir wollen 
Q^jx nicht, wie vorher, durcli die Eeihe (10c), sondern 
durch das Integral (15j definieren; fiir 'a?i>l gilt nach 
dem Gesagten dock die Eeihe (10c). 
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d) Folgemngen aus der Integralstellung von Qn(p)- 
Eekursionsformeln fur Qn{x) 

Aus dem Integral (loj fur §^1^) ergibt sich, daB 
Qu[^) fdr und x = —l logarithmisch unend- 

lich wird, wahrend Qn{x) fur alle iibrigen endlicben 
Werte von x endlicb ist. 

Urn das nachzuweisen, zerlegen wir die zu integrie- 
rende Funktion von (15) in Partialbriiche. Da die G-leichung 
P„(a;) = 0 lauter reelle, voneinander verschiedene Wiirzeln 
hat, die mit ^ Xi, bezeichnet werden 

mdgen, so ist 

P u i^) ^ <^1) ( ^ “■ ) • • {X ) 

wo die Konstante C dieselbe ist, wie oben [Gl. (15 a), 8.43], 
und die Partialbruchzerlegung hat die Form 

A_+V-i_ 

jUmJ X 

i=i 

Multipliziert man (17) mit 1, setzt nachher 
resp. « = — 1 und beachtet, daB P,i (1) = 1 , Pn (— 1) = (— 
ist, so folgt 

(17 a) o=-l6=i 

Multipliziert man ferner (17j mit (a; — so wird 

wo durch { . . . } eine Summe angedeiitet ist, deren einzelne 
Summanden fur x = Xi endlich bleiben. Nun ist 



falls Pn{x) den DiSerentialquotienten von Pn,{oo) bezeichnet. 
Setzt man daher in (17b) x^Xif so ergibt sich 

-1 1 


(17) 


-1 


h 


\Pn(x)f- x-1^ JC + 1 ^L4{x 


(17c) 


A 
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TJm Bi zu erhalten, differentiiere man (17b) nach x-. 

^ (^) (® ®t) ( 35) 

(«*-l)HPn(*)i X^-l\jPnix))' [Pn{x)Y 

=:B^ + 2(x-Xt){. •} + (.«- 

und setze hierin X’=Xt. Der Bruch 

Pn(x)-(x-X^Pn'(x) 

[Pnm 

nimmt fiir x—Xi die unbestimmte Form an. Um den 

wahren Wert zu erhalten, ist ZUhler und Nenner nach z 
zu differentiieren und nachher erst x=Xt zm setzen. Das 
gibt 

f{x — Xi) Pn’(x)\ 1 1 PnjXi) 

\ 2 P„ (x) Pn' (x)i=.^^ 2 * P„' (x,) * P„' («,) • 


Fur x = Zi geht somit (17d) in folgende Gleichung iiber: 

2z^ 1,2 11 P/(iP,) 

ly [P„' (z!.)]* rr,* - r P„' (x^) * 2 [P„' (a;,)]* 

Oder 


(17e) JB,(a;^^^--l)^[Fn'(p^^)r^2a^iFn'^ 

Nun gilt fiir beliebige a? die Differentialgleichung (2 b), 
S. 35, die in unserer Schreibweise 


(:v^-l)Fn"(x) + 2ix:Fn'(x)=^n(n+l)Fn(x) 

lautet; und setzt man hierin iC^Xi, so wird die rechte, 
daher auch die linke Seite =0, mithin folgt aus (ITe) 

(17f) 


Die Partialbruchzerlegung (17) ergibt daher, da alle Bi 
verschwinden, 


(18) 


~i ^ ^ I ^ 1 I V 

(»* — !) [P»(a!)]* 2®— l"^ 2a: + l'^^(a:— «»)*’ 


worin die durch (17c) bestimmt sind, und es -vfird 
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_ f =1 w ( 

und weiter nach (loj 

(19J ^4a;) = ip„(a;)Iog(^)-P„(^)|]^:^ 

l = l 

Da alle Xenner so — in (^^’j als Faktoren entbalten 
sind, so heben sicb bei Ausfiibrung der Maltiplikation im 
letzten Summanden der rechten Seite von (19) alle iSTenner 
fort; jener Summand ist also eine ganze Fanktion (w— l)-ten 
Grades, die wir mit Rn—i (^) bezeichnen T^ollen. Es ist 
also 

(19 a) Qn (x) = ^ P„ (^') log 

Aus (19aj kann man die zu beweisende Eigenschaft der 
Funktion (x) unmittelbar ablesen. — Allerdings ist die 
Funktion Qn("oj nicht eindeutig, sondern besitzt die Viel- 
deutigkeit des Logarithmus. Doeh ist diese Yieldeutigkeit 
insofern bescbrankt, als fur positive reelle Werte von x, 
die >1 sind, der reelle Wert des Logarithmus zu nehmen 
ist. TJbrigens macht die in Kede stehende Vieldeutigkeit 
fiir die Anwendungen nichts aus, da bei diesen nur solche 
Argumente von auftreten, die reell und groBer als 
1 sind. 

Fiir die einfachsten Werte des Index n lautet die 
Gleichung (19a): 



Hieraus folgt 

(19c) 2 Q 2 (x) + Qo{x) = ^x Qi {x ) . 

Diese Gleichung bildet einen speziellen Fall einer allge- 
meinen Eekursionsformel, die der Formel (31) S. 33 analog 
ist, namlich 

(20) (2n + i)xQn (x) = («+!) (x) n Qn~\{x)-, 



48 I- wichtigsten Eigenschaften der Kugelfunktionen 


d. h. die EekursioDsformeln fiir Qn und Pn sind identisch^ 
mit einer Ausnahme allerdings. Fiir w = 0 wird, wie sich 
aus il9b) ergibtj 

(20 a) Qx{x)^x Qq{x\ , 

'welche GleichuDg mit i31a) S. 33 nicht identisch ist 

Die Gleichung (20) leitet man fur Ti'erte von | a; j > 1 
am einfachsten aus der Reihe (10c) [S. 41] ab, indem man 
die&e mit (2 n — 1) c multipliziert nnd da von die Reibe fiir 
nQji—i ixj abzieht. Dann erMlt man nacb einer einfacben 
Reduktion die Reibe fiir («— 1) abnlicber 

Art ergibt sicb aucb die weitere, der Gleicbung (30) S. 33 
analoge Formel 


( 21 , 


d Qn^l i«^v‘ d Qn-l _ 


(lx 


dx 




an deren Stelle jedoch fiir w = 0 die folgende, mit (30b) 
S. 33 nicht identiscbe Formel tritt: 


(21a, 


d Qx ( 0) 
dx 


§0 


d Qo [x) 
dx 


Zusatz. Aus der Integraldarstelliing (15) fiir Qn{po) 
ergibt sich nocb folgende Beziebung, die spater ihre An- 
wendung finden mrd. Differentiiert man (15), so erbalt 
man 


d Qn (^j 

dx ^ 

Oder 

( 22 : P,,:x 


1 [_ dPn (»^) 

Pn{x) ' dx 


d ( X ) 
dx 


Qn (^) 


dP nip) 

dx 


1 

^=~1^ 


nnd diese Gleicbung gilt aucb fur ie = 0. 

Bemerkung. Bei der Definition von Qn{x) , die in 
der Wahl des Vertes ~1 fiir die Ronstante K [S. 43] 
liegt, babe ich mich Heine angescblossen. F. Neumann 
'W'iiblt fiir K den doppelten ^Vert, so daJB unsere Funktion 
Qn die Hiilfte der F. Neumann schen Funktion Qn ist. 

Andere die Funktion Qn betreffende Formeln iibergehe 
ich bier : eine von fl5) verscbiedene Lategraldarstellung 
dieser Funktion wird sicb gelegentlicb der Anwendungen 
in Abscbnitt III, Kap, 1 ergeben. 
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e) Die Differentialgleichung der Kugeif unktionen 


fur den Fall, daB der Parameter a keine ganze 

Zahl i&t. 


1st vermdge der Definition von Pttix), ans der die 
Differentialgleichung (6) S. 88 abgeleitet ist, der Parameter 
n auch auf ganzzahlige positive Werte beschrankt, so kann 
man hinterher dock die Untersuchung auf Differential- 
gleich ungen ausdehnen, die dieselbe Form wie jene Glei- 
chung (6) haben, in denen aber n ganz beliebige ^Yerte 
annehmen kann. Hier stellt sich nan zwischen dem Falle, 
in dem n eine ganze Zahl, und dem, in dem n keine ganze 
Zahl ist, ein wesentlicher Unterschied heraus. Wahrend 
namlich fiir ganzzahlige n die Gleichung (6) eine partikulare 
Losung Pn(^) be&itzt, die sowohl fiir 1, als = — 1 

endlich ist, gilt ein Gleiches nicht mehr, falls n keine ganze 
Zahl ist. In diesem Falle existiert keine Losung von (6), 
die gleichzeitig fiir = und endlich ist; viel- 

mehr wird diejenige partikulare Losung von (6), die fiir 
x = -\-l endlich ist, fur x = — 1 unendlich ; und umgekehrt 
wird die partikulare Losung, die fiir = — 1 endlich ist, 
fiir a; = -t“ 1 unendlich. 

Beweis. Wir entwickeln die Lt)sung der Gleichung 






in der q eine beliebige Zahl sei [fiir reelle q kbnnen Tvir 
uns auf positive Werte von q beschranken, da das 
Produkt ^ + 1 ) fiir und ^ — (A; -f 1) denselben 

Wert hat], nicht nach Potenzen von x, sondern nach 
Potenzen von Das geschieht am einfachsten, indena 

wir an Stelle von x die neue Veranderliche s durch die 
Substitution 



einfuhren. Dann geht (23) in 

(25) + + + = U 


Wangerin, Theone des Potentials IL 


4 
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tiber. Wir suchen eine L5sung dieser GleichuBg, die nach 
steigenden Potenzen von 2 fortschreitex : 

(26) - Aiz . 

Die Ein&etzung des Ausdrucks *26) in r25j ergibt 

o^Aq r-^-T{a- i)- Ai - /i)- 3? - . . 

--\a(a-^ X) Aq 'a — 1) (a — Ax . 

-^(a-^V) a — /*— i) A; . .j 

-r ^ -f 1) [A{iZ^-r Ai . . — A'^ .^=0 ; 


imd damit diese Gleichiing fur beliebige t gilt, miissen die 
Koeffizienten der einzelnen Potenzen von ? verscbwinden, 
id so 


= 0 , 

— 1 Ai — 0 < n — 1 < — </ a — i . Ao = 0 , 
( /*/ -r i/- As, -r li— a — J* — 1) (c^-r A*)j A ;— 1 ~ 0, 


i27) 


Die erste dieser Bedingungen erfordert 
(28 ^ 

denn Ao = 0 wiirde Ai =0, x4.o= \ ,.. . A, = n, also 
^ = 0 zur Folge haben. Die iibrigen Bedingungen (27) 
nehmen daher die Forni an 

(l^Ai-oio~l}A. = 0. 


V-^Ak-^o-}:, '0- .-/t;A/,^i = lS 


iind daraus folgt 

f2^hf 4 =(— 15 '^ ^ " —2; . — . .J(> — i’ -r ll 


Ao. 


A us (2Sb) erkennt man, daB, falls ^ eine ganze positive 
2ahl isr, die Eeihe bei /. = p abbricht; denn fiir J ^ 4- 1 
Mrd A ; = 0 ; iind f lir neffarive ganze Zahlen ^ wiirde die 
Keibe bei abbreeben. Pur den Fall, dafi p 
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eine ganze positive ZaKl == ?/ j-,:, ergib^ aiso 

Losung 


(29) 


-f 1) 7? _ rw — 1 ; ( w — n ( — 1 


12.2- 


die 


_ (- 1',« Bill' ^ - 1 .... 1 1 

^ ’ ' " v--r-:. ^ |- 

Das 1ST eine ganze rationale Funktion »^-ten Grades voii 
z und daher von Axis den friihereii Untersuehungen 
wissen wir, da6 Pn(-'^) die einzige ganze Funktion ist, die 
der Differentialgleichung (6j S. 38 fd. i. der Gl. (23) fiir den 
Fall Q = n] geniigt. Somit muB die Eeihe (29) bis auf einen 
konstanten Faktor mix P,t{x) iibereinstimmen. Fiir jg = i) 
ist x=l und P„(l) = l, daher wird die Eeihe (29) fin* 
Ao=l mit P^(x) identisch, und wir haben, wenn wir 

^ = 2 ( 1 — (!) setzen, eine neiie Reihe fui* P^^i /) gewonnen 

Ist aber $ keine gauze Zahl, so verschwindet, da 7, 
eine ganze Zahl bezeichnet, der Zahler von A\ fiir keineu 
Vert von fc. Die Reihe (26) bricht dann nicht ab. 

Um die Konvergeiiz dieser Reihe zu untersuchen, 
bilden wir den Qootienten zweier aufeinanderfolgender 
Glieder: 


+ + "T 1) — ^ 1) 

A, ' (Jc+lf (k^lf 

derselbe ist itir hinreichend groBe k und r < 1 stets < I 
Fiir I ;Sf ; < 1 konvergiert daher die Reihe (26) 

Urn ihr Verhalten fiir 2 ^ i zu erinitteln, beaehte man, 
daBj falls A’>^(p-hl) iQ werde als reell vorausgesetzt) 


1 ) — 7 - — (>'(> 4 - 1 ) 


ist. !Nach {BO) wird daher 


(3i) 


Ajc A* -f- 1 — ? "H 1 ) 


Ist ft' die kleinste ganze Zahl, die >^(^4-1), so setze 
man in (31) der Reihe nac*h ft==X/, ft'-rp. so 

wird 


i 
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Tst 

I 


i:^2) 

feu wird also 
io2a) -i/c' — 1 
daher 




fc '— 1 — 

\ 83 A]^ — Ai ^> > 


F — o “ 1 r 




I . L J \ 

’■\r-Q(g^r,'^V-i-o-.Q~i) •• AVp-e(c-i-i)r 

in f33j bildet aber der Faktor von /- ftir p = oo eine 
livergente Reihe, d. h. 


f34'} lim (Aj^~r Af'^^i — ..— Aj(fj^p) = oo; 

l>=x 

inithin konvergiert die Reihe ! 2bj nur fiir j ;g? | < 1 ; ist aber 
^'lir ^ = - 7-1 unendlich groB. Da sich fiir a nur ein Wert 
ergeben hat 'Gl. 1 2S) ], und da den W erten ^ = -f- 1 nnd a; = — 1 
die Werte ^ = 0 imd ^ = —1 entsprechen, so haben wir 
folgendes Eesultat: Ist q keine ganze Zahl, so hat die 
Differentiaigleichung (23) nur ein partikulares Integral, 
das fiir 1 — .4 <2 konvergiert; fiir 1 — A’ = 2 oder — 1 
wdrd dies partikulare Integral unendlich groB. 

Wiirde man in ‘23j an Stelle von x die Variable 

:i — ^ ejnfahrtii und die Looung nach steigenden 

Potenzen von Zi tnvnckeln, st> wuide man eine Reihe erhal- 
ten. die idr y; = — 1 endKch. fur y’ = 4-l aber unendlich 
1 st. Daraus folgt also: Fiir den Fall, daB q keine ganze 
Zahl ist, hat die Differentiaigleichung (23) keine Ldsung, 
die gleiehzeitig fiir x = -^l und a; = — 1 endlich ist. Eine 
Ld^img. die fiir und x = — 1 endlich ist, besitzt 

»iie Gleichang (23) nur, wenn q gleich einer ganzen 
Zahl ist. 
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Die zugeordneten Eugelfunktionen, 


a) Definition der zugeordneten Kugelf unktionen. 
Wir kniipfen an die Reihe (17), S. 24 an: 


(1) (aj^cosfj.l/S^) - 


, 'vd 1)’ 1)" 


in der man + v init — v vertauschen kann. In (1 j ist, wie 
wir gesehen haben, das erste Glied derrechten Seite =P^(a;j. 
Die KoefSzienten von cos(ve) fiir j/>0 nenrit man nun 
zugeordnete Kugelfunktionen erster Art und bezeich- 
net sie, nacb Multiplikation mit einem passend gewahiten 
Koeffizienten, mit also 

(2) P„.>(..) = c{|7^-=T)‘‘^'‘ 


Von den beiden Indizes n und v nennen wir n den Haupc- 
index und stellen ihn voran, v den Nebenindex. Der kon- 
stante Faktor c soli ferner so bestimmt werden, daJB nach 
Ausfiihrung der (w+v)-maligen Differentiation die bochste 
Potenz von (C den Faktor 1 hat,*^) d. h. da6 


• 2 « (2 — 1 ) . . . ( /? — V — 1") = i 


*) Bei dieser Bestimmung des Faktors c schliefie ich micli 
Heine an, von dem ich nur in der Bezeichnnng abweiche, da 
Heme statt scbreibt Abweiobend davondefiniert F. Neu- 
mann die Funktionen Pn,v(a;), die er abgeleitete Kugelfunktionen 
nennt, durch die G-leictiung 


P„,„(rr) = (|'l-x=)’ 


djj» 


Bei Neumann wird also Fn{x) und Pn,o(a2j identiscb, wahrend 
unsere Definition den Nacbteil hat, dafi Pn und P»,o nicht iden- 
tisch sind, sondem sich um emen konstanten Faktor unterscheiden 
Einf acker werden bei unserer Definition die Eeihen fur Pn^v(x), 
die Grenzwerte von x—^^Fn,v(x) fur a:=*oo, so wie verscMedere 
andere Pormeln. 
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oder 

(2a} 


(2/a: 


ifit, wobei fiir /i — v, wie iiblich, unter 0! der Wert 1 zu 
verstehen ist. Die Jacobi sche Formel (16), S. 24 kann 
mittels dieter Bezeiehnung attcb so ge^chrieben werden: 

Mit AnweBdu^ig der F ormel (1S», S. 2 1, kann man Gleichung (2) 
auch so schreiben: 


'2b) = 


(/i — I' . ! 

1.8.,. — f 


0--1)- 


d'^ Pfi (X) 
df' 




Speziell wd 
i2o, P„ 


O 


:r2n- 




^sach Einfnhrung der nenen Bezeiehnung kann die 
Reihe fl) so geschrieben werden- 


L-l-COS jC • }z--l _ n V' • f 2 k— 1 ) 

H ! 


--i;'* i.3..r2K-i) . 

=2> V Prt.»(a:)cos(y js), 

^ IK— vi.iw— v); \ T/> 


WO dnren den Strich an dem Suminenzeichen angezeigt 
werden soil, da^ fur r — 0 nur die Halite des betreffenden 
Koeffizienten za nehmen, d.h. der Faktor2 fortzulassen ist. 

Aus dor obigen Definition ergibt sich fiir P,^ ,, (x) 
die Reihe 


(4. -o.'-iy 

^ (K-t— 2) (K- y-3) 

2.4 ,2rt-i)(2>>-3) ■■ 


die, fails « — . imgerade ist, mit x\ -wenn aber n — v gerade 
ist, mit jfi endet. Femt^r folgt ans der Gleichung (19), 
S. 25 folgende, dem Laplaceschen Integral fiir Pn{x) ana- 
'oge Integraldarstellung der zngeordneten Kngelfunktionen : 
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Endlich folgt, me S.25 — 26, da6 die Gleichuug 
P»,, (ic) :(]/?:*- l)’ = t) 

ianter reelle Wurzein hat, die saiiitlich zwischen — 1 und 
+ 1 liegen. DaB die Wurzein voneinander verechieden sind, 
ergibt sich, wie 8. 35, aus der Gleichung (12), 8. 56. 


b) Die zugeordneten Kugelfiinktioneu zweiterArr 


Diese h^ngen in ahnlicher Weise von der Funktion 
Qn (:cj ab, me die Zugeordneten erster Art von {x\ nur 
Tvird dabei dem konstanten Faktor der reehten Seite von 
(2 b) ein andererWert erteilt. Wir definieren also die Zu- 
geordneten zweiter Art durch die Gleichung 


( 6 ) 


Q — { I V 1 • 3 . . . (2>j-|-l) / , ■ 2 . Y d' Qn(x) / ^ V 




Setzen wir fur Qn(^) die Reihe (10c), 8.11 ein, so 
folgt fur a;;>l folgende Reihe: 


(7) = 




■ + 


(k+v— l;(n+v+2) 1 


+1 ' 2.(2nT-3) 

(K-}-><+l) («+ »'H-2) (jj+r-f 3) (mx )’+ 4) 
2.4.(2«4-3)(2»i-5) 


-eb+’+s 
1 






[Die gliedweise Differentiation jener Reihe (10 c) ist ge- 
stattet, da fur |.4i>l sowohl diese Reihe, als die daraus 
durch Differentiation eutstehenden absolut kouvergieren.] 
Durch (6) ist aber Qn y{x) nicht nur fur Werte von |ar|>l, 
sondern fur beliebige x definiert. jSlmmt man fiir Qn(^) 
den Ausdruck (19 a), S. 47, und beachtet, dafi der r-te Dif- 

ferentialquotient von den Faktor hat, 

so sieht man, daB Qn,v{^) ^hien Summanden init dem 
Faktor besitzt, und daB daher fur imd 

a; = — 1 die Funktion unendlich wird. 

Ferner folgt aus (7), daB Qn v{x) fiir a? = (X) verschwin- 
det, und daB 


(8) lim x^-r^QnAx)^i. 

X~ OO 
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Fur laatet die analoge Gleichung: 

(9) 




SchlieBlich mag noch bemerkt werden, daB 
1.3 .{'In-ri) 


(lOl 

wil’d. 


Qn.O 


n . 


(^) 


cj Die Differentialgleicbung der zugeordiieten 
Kugelfunktiunen liekursionsformeln fiir diese 
Funktionen. 


Difierentiiert man die Differentialgleichung (2 b), S. 35, 
der die Funktioa Pn,Xi geniigt, r-nial, wobei sei, so 
erhalt man 


fl]; fl 


cl--P,:n 


2 — i ) .r 


d^^^Pnix) 


— Ij] 
Xaek (2b). S. 54 isi aber 


d' P n jx) _ Q 


d^Pn ^>) 
dy 




uenn zur Abkiirzung 

1.3 .(2^-1) ^ 

n — ii\ 

gesetzt wird. Somlt kann die Gleichiing (ii) aueh so ge- 
schrieben werdten: 


0 - (r) = 0 . 
Fiihrt man die Diffeientiation aus und multipliziert nacb- 
her mit — ; /■"— Ip’' , so ergibt sich folgende DifEerential- 
gleichung fur P^^yx,: 
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I 


(13) 






die man auc'h folgendermaBen sclireiben kann 


(13 a) 


dx 




n (w-l-l) — 


l-A-‘ 


Pw > t /* ) = ^ » 


oder, wenn o — cos & gesetzt wird, 

- iicos//)-- 

L siii' In 


7 . ^6?P,, ,( cos 
^ a sin & Vi 


d & 


Da Qn{f') derselben Dlfferentialgleichung me 
geniigt, und da Qny{x) ebenso von Qn{po) abhangt, vie 
P/i,»(J^) von Pn{^) (Hur dab die oben mit C bezeichnele 
Konstante einen anclern Wert hat), so gilt fur Qn,v(^^) 
selbe Differentialgleichung [(13) ocler(13a)] Tvie fiir P;^,, ( r] 
1st daher die Differentialgleichung 


(li) 


/in 

dx 




gegeben, in der n und v ganze Zahlen sind und ist, 
so sind von dieser zwei partikulare Integrals bekannt, und 
ihr allgemeines Integral ist 

(14 a) y = 7.'P„ ,(a)+l-i(?rt 

worin h und Ai willkiirliche Koiistanten bezeichnen. 

Wir sind bisber von den Funktionen Pn,v[x) und 
Qn,% {^) ausgegangen und haben aus den diese Funktionen 
definierenden Gleichungen die Differentialgleichung abge- 
leitet, der beide geniigeu. Geht man umgekehrt von der 
Gleichung (14) aus, so setze man, urn deren LSsung zu 
fin den, 

(15) ^ = (j:^)>.,, 
so ergibt sich fiir s die Gleichung 

(16) (a®— 1)-|^+2 (j'+l)A||-[iHw+l)-y(V+l)j5 = 0. 
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Sucht man dieser Gleichang durcli emt nach fallendeu 
PoteBzen von fortschreitende Reilie zu geniigen: 

17- z ~ ,iJ^T Ai Ai I 

I'O ergibt sich durch eine ahnliche Rechnung, wie sie 
3S — 40 (lurchgefiihrt ist, daB 

r/— n — 1 oder -'/i— v— Ij 

^eir lquB, und weiter fulgeii iiir ^ zwei Reilien. die mit 
<lem Faktur von ([x-— 1) auf der .rechten Seite der 
Gleiehungen *4! und (7) |S. 54. 55; identisch sind. Anf diese 
Wei&e kann man also umgekebrt (14', jene Reiken (4) 
\md (7) ableiten. 

Rekur&ionsfornieln. Miiltipliziert man die vor- 
-tehende Gleicliung (11) mit 1)* und beniitzt die 

Gleichung (2b^, die auf v, r— 1 und 2 anzuwenden ist, 
ergilit sieli folgende Gleichung zwischen drei Zugeord- 
neten mit demselben Hauptindex a und drei aufeinander- 
folgenden TFerten de- Xebenindex v: 

. IS: («— >— t jP/, yi—V’-l)P„^,(x) 

1 

, ?e ^ ^ — 2 » . 

Eiiie andere Pormel zwischen drei Zugeordneteu mit 
demselben Xebenindex v und drei aufeinanderfolgeuden 
NTerten des Hauptindex n leitet man folgendermafien ab. 
Afan differentiiere die Gleichung tSl), S. 33, v-mal nach 
woduroh 




d'’ 




dx'-'^ 


d'Pn-i{x) 


d r- 

entsteliT. 'lud setze darin 

^ d—'-Pnix\ _d' Pn^i[X;. d’ Pr,^iKX) 
d.h'-- dx'^ d:i" ’ 

-srelche Gleichung aus (30), S. 33, folgt, so wird 

d(c^ ^ dx^ 



Kap. 4. Die zugeordnet-en Kugelfunktionen 


59 


Letztere Gleichung multipliziere man mit 1)‘ und 

wende (2b) auf n, n— 1, n— 1 an, so erhalt man 


(19) 


^■■Pn,v(^)=P»-l .{X) 


(n-r»){n-v) 

(v < n — 1 ) , 


Da die fur die Pn(^) benutzten Hilfsformeln auch fiir die 
Qn{^) gelten (vgL S, 47— 48), so kann man die zu (18) und 
(19) analogen Eekursionsformein fiir die Funktionen 
in derselben Art herleiten. 


d) Integralsatze fiir die Zugeordneten eroter Art. 


Den Seite 26 ff. abgeleiteten Integralsatzeu fiir die 
Funktionen Pn{so) lassen sich analoge Satze fiir die Zu- 
geordneten zur Seite stellen. Wir betrachten zunachst zwei 
Funktionen P»,i (a?) und die denselben Neben- 

index v, aber verschiedene Hauptindizes w, m baben. Da- 
bei ist V kleiner oder gleich der kleineren der beiden 
Zablen n, m. Dann gilt folgender Satz; 

-hi 

(20) P«i {^) d “ 0 , 

falls 

B eweis. FiirPrt,>v^) dieDifferentialgleichung (13 a), 
S. 57. Multipliziert man diese mit P^.v(a;), zieht dann von 
dem Produkt die Differential gleichung ab, der 
gentigt, nachdem man diese mit Pn,v(aj) multipliziert hat, 
so erh^t man 


C21) P«,,. 


d 


^ Pn^i 
dx 


dx 


d{i-x^) 


^ Pm, y 
dx 


dx 


+ [n{n^X)—m{m+l)]Pn ,Pm,-, = 0. 


(Der Kiirze halber sind die Argumente x in P^^y und Pj^^y 
fortgelassen.) Die Gleichung (21) integriere man nun nach 
X zvidschen den Grenzen — 1 und + 1 , so ergibt sich, 
wenn man die beiden ersten Summanden teilweise integriert: 
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(2la) 


dx J—i 


- 1 


_fdP^ 

I dx 




o . ^ 


dx 




-I 


^ dx 


cZa; 


-.1 

- [ M (M — 1; — m l.j« + 1)] j Pn,, Pm,ydx=0 . 

— I 

In (21a) verschwindet der erste Summand der linken 
Seite nach Einsetzen der Grenzen x = —l und a; ~ — 1 ; 
die beiden folgenden Summanden heben sich auf. Mithin 
muB der letzte Summand fiir sick verscliwinden. Sein 
erster Faktor [n{n-\-l\ — m {ni — 1) ] verschwindet aber nicht, 
falls m^n, also muB der zweite Faktor = 0 werden, und 
das i-^t die zu beweisende Gleichung. 

Fur den Fall u^n verschwindet der erste Faktor 
des letzten Summanden von (21a), diese Gleichung wird 
daiin identisch erfiillt. Das Integral der linken Seite von 
(20) kann in diesem Falle nicht verschwinden, da die zu 
integriereride Funktion dann ein Quadrat, das Integral die 
Sumine von lauter positiven Summanden ist. Um den 
Integral wen fur tn — n zu ermitteln, benutzen wir die 
Form el ( 2» 




, 1)“ 


wofiir nach dem Jacobischen Satze [Gl. (16), S.24] auch 

(2w)! ^ 

gesetzt werden kann. ilultipliziert man diese Gleichungen 
und integriert, so kommt 

/iP., dx- 

I - * / dx^'^^' dx^-^ " 

w'tj 2ur Abkiirzung 

f22a. c- 

(2«):(2«)! 



Eap. 4. Die zugeordneteu Eugelfunktionen 


'51 


gesetzt ist. Fiir ^=0 ist der Wert des Integrals \^22) 
fruher ermittelt (S.28). Fur r>0 integnere man teil- 
weise, so wird 



1)» 1/^-1 
da:"— 'Ll 




= 0 (. 


Nun hat der (w— vj-te Differentialquotient von (x-— 1)'^ den 
Faktor verschwindet daher fiir — + da v>0. 

Integriert man weiter noch (v— l)-mal teilweise, so gilt 
analoges, und es ergibt sich 


-I- 1 

(2Ze) jynAx)f dx=;-l) 't 


(a;3— 1)» d‘^(c'—i)n 

dx”' das* 


dx 


= C. (2« . n \fjPn (x) P^^x) d , 

—1 


= <-l)’'C.(2«.»!)®. 

[nach (18\ S.24 und (20a), S.26J. Da 


2» + l 


2 » . « ! 1 

(2M):“i.'^. (2«-i) 

ist, so geht (23 a), tvenn man fur 0 seinen Wert (22 a j 
setzt, in 


(24) 


+1 



dx = {— !)’■ 


(«+»')!(«— r)! 

[1.3....(2m-1)]^ 


2 

2mTT 


uber, erne Form el, die ohne tveiteres auch fiir v = () gilt 
[vgl. GL(2 c), S. 54]. 

Zusatz. Fiir die Zugbordneten gilt noch ein anderer 
Integralsatz, in dem das Produkt zweier Fnnktionen mit 
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gleichem Hauptindex and ver&chiedenen Nebenindize?^ 
aiiftritt. 

^P„ — ^ = 0. iv^n), 

— 1 

der deh genau ^ie Gleichung (20), S. 59 ableiten laBt. 


e^ Die Difl'erentialgleichung der Zugeordneten 
ftir y>/? . 

Die Definition von ' (s. S.53) setzt vorans, daB 

V eine positive ganze Zahl <n ist. Ftir r>n verschwindet 
der (?3 — Differentialquotient von nnd mit ihin 

Pr;,, D’). 

Geht man aber von der Dii±ereDtialgleicliung(14), S. 57 
aus, kaiin man in dieser dem Parameter v auch Werte 
erteilen, die > /? sind. Um das Verhalten der Integrate 
jener Gleichnng (14j fur diesen Fall zu untersnchen, ftlhren 
Tvir darin an Stelle von x die unabhangige Veranderliche 
^ ein durch die Substitution 


520 ) ? 

so geht jeiie Gleichung in 




a ; 

d7~ ■ 




uber. Weiter fuhren wir auch an SieUe von y eine neue 
abhangige Veranderliche w durch die Substitution 





ein, ^o ergibt sich aus (26) ftir u die Gleichung 

(2S) 1 — — I — 2^1^ —n(n+l)u^b . 

Soil dieser Gleichung durch die nacli fallenden Potenzeii 
von ' forrschreitende Eeihe - 

(29. = 


..-Gk i- . . . 
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gemigt werden, so miissen nach Einsetzen von (‘2y) m ('2'^) 
die Koeffizienteu der einzelnen Potenzen von z ver- 
sch^indeu. 

Das gibt folgende Relationen • 

i n (?< 4- 1; — « (a -h 1 ) = 0 j 

— (a — J — 1) (fir — — 1 — y) C;_i = <‘, 

wobei Co=l i'-i. Die erste G-leichung (30: erforden, daB 
a = n oder a == — (>? — i i 
\^d. Nehinen wu* zuer^t 
(30a) a = a^ 

so folgt aus der zweiten Gleichung (3(») fiir beliebige k 
(30 b) A‘ ( 2 n - 1 - I ■ = - (w 4- 1 - Zi (>? - r-r 1 - In C\ - 1 . 

Nach (oOb) wird G = 0 , werin k entweder = n — y — 1 udei 
= «-r 1 ANird. 1st nun zun*dchst so ist /i — r— 1 eine 

positive Zahl < n — 1 ^ die Zahl k , die von 1 ab wachst, 
erreicht von den vorstehenden beiden Werten, fiir die A.= 0 
wird, zuerst den ersten, d.h. es ist 

! — 1 = 0 , 

und ebenso verschwinden wegen (30bj alle folgenden . 
Die Reihe (29) hat daher die Form 

(81) 2^ = ^ 1 -r , {?<?». 

[Fiir y = n wird 

1st dagegen r eine gauze Zahl n, sso ist n— r-h 1 
negativ oder gleich Null, n — r + 1 — A* verschwindet fur 
keinen Wert von k^ da ja A* positiv ist; 0.- ’vvird dann =0 
nur fill* — d. h. es ist 

G-i = 0, 

imd die Reihe (29) hat die Form 

(32) (r>?>t. 

Aus (27) ergibt sich im ersten Falle fur ij eine Reihe 
von der Form 
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111 zweiten Falle dagegen wird 
.V2a) 

{V>Hi 



/I'vrifechen deii Reilien (31 a) und (32 a) besteht folgender 
Unterschied. Die erstere verscliwindet, falls r>0, sowohl 
fur 2 =ij als fur r = 0 [uud falls v = 0, ist sie fur js=l 
imd ^ = 0 endlich]: die zweite Eeihe verschwindet zwar 
.luch fur wird aber fur ^'==0 wegen der in ihr ent- 

'ialrenen negativen Potenzen von ^ unendlich. 

Ninimt man fur a den z^^eiten moglichen Wert 


(33, 




-0 trin, Wie sich au^ i30; ergibt, an Stelle der Gleichung 
30 bj die folgende: 

3;ju) fc(2w-l— a-) r& = (« — A)(n-r A — 

aua der man erkennt, daB, da n,r,A' positive ganze Zahlen 
'sind, keiner der Koeffizienten verscht\'indet, daB sich also 
thr u eine imendiiche Eeihe der Form 


.34 1 inlin.) 

ergibt, und diese vird fur z = 0 unendlich, nm so mehr y, 
Auch fiir z~l wird die Eeihe ti unendlich; y hat dann 

• lie unbestimmte Form 0«oc. Aiif die nahere Untersuchnng 

• deser Unbestimmtheit soli hier nicht eingegangen werden.J 

Aus akemGesagien sehen trir, vrenn wii von dem Fall 
> = 0 ab^ehen. m dem die DiFerentialgleichung (14), S. 57 
a die der einfachen Kugelfunktionen iibergeht, daB zwischen 
len Fallen p<n und r >/2 der folgende wesenxliche Unter- 
-chied besteht; Ist 0<i<h, so hat die Gleichung (26) ein 
ind 11 ur ein paitikulares Integral, das fiir ^ = 0 und z=l ver- 
'chvmdet Ist dagegen r>n, so hat (26) kein partiku- 
'ives Integral, (la.s zugleich fiir z — 0 und z—i verschwin- 
uet. Yielmehr tvird da^jenige partikulSre Integral, das fur 
: =1 v(^rschtrindet, fiir t = 0 unendlich groB. 
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Da (26 j nm* eine andere Form der Differentialgleichuug 
ri4), 'S. 57 ist, und da den Werten ^ = 0 nnd £f = l nach 
(25) die Werte iC=l und — 1 entsprechen, s*j hat auch 
diese Gleichung nur fiir den Fall ein partikulares 

Integral, das gleichzeitig fur x = ~l und a‘ = — 1 ver- 
schwindet [im Falle v==0 endlich bleibt], wahrend fur v'>n 
kein derartiges Integral existiert, vielmehr dasjenige, das 
fur x = verschwindet, fiir x = -\-l unendlich wird, und 
umgekehrt dasjenige, das fiir x = verschwindet fiir 
a; = — 1 unendlich “wird. 

Das letztgenannte Result at ergibt sich, wenn man in 
(14), S 57 an Stelle von :c die unabhiingige Veriinderliche 



eiofuhrt und ebenso verfahrt wie oben. 

Zusatz. Falls in der Different! algleichung (26) zwar 
V eine ganze Zahl >0, « aber keine ganze Zahl ist, so 
folgt aus der Rekursionsformel (30), dafi weder die fiir 
a = w, noch die fur a = — (w-rl) sich ergebende Reihe ab- 
bricht. Beide Reihen enthalten negative Potenzen von js 
und werden fiir ^ = 0 unendlich. Demnach wird auch fiir 
die Differentialgleichung der Zugeordneten, falls in ihr n 
keine ganze Zahl ist, das Integral, das fiir x~ — 1 ver- 
schwindet, fiir x = -{-l unendlich grofi, und umgekehrt. 


Kapitel 5. 

Die Kngelfunktionen mit zrirei Yeranderlichen. 

a) Das Additionstheorem der Kugelfunktionen. 

Auf die Kugelfunktionen sind wir durch Entwicklung 
der in raumlichen Polarkoordinaten ausgedriickten rezi- 
proken Entfernung zweier Punkte gefuhrt. In dieser Ent- 
wicklung [s. GL ( 1 ), S. 11] tritt die Kugelfunktion Pn mit 
dem zusammengesetzten Argument 

(1) cos y = cos d' cos -f sin d' sin -d'-i cos (^ — ^i) 

auf. Hier bietet sich naturgemMff die Au%abe dar, 
P„(cosj') durch Funktionen auszudriicken, die aflein i?*, A 

Wangerin, Tlieone des Potentials IL 5 
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und ^ — als Argumente enthalten. Dazu leiten w eine 
partielleDifferentialgleichiiiig ab, der Pn(cosy),alsFuTiktion 
von ^ und p betrachtet, geniigt. Diese ergibt sich daraus^ 
daB 1|^ der Laplaceschen Gleichung geniigt, die, auf 
r’aumliche Polarkoordinaten transfonniert, nach (12), S. 7 


( 2 ) 



dr 


1 

sin xi 


. 1 
a - 

a.'/ 



p- 


0 


lautet. Setzen mr in diese Gleichung eine der beiden 
Eeihen (2), S.ll ein, so folgt [genau wie S. 37—38 bei der 
zweiten Ableitung der DiSerentialgleichung fiir P^fcos^*)] 
fur Pft(co8y) die Gleichung 


1 

sin?? 


0 tr 

T& 


-+ 


i d^Pnico^y) 
sin® I? d p® 


+n{ni-i)Pn[oosy)^0 


und einer Gleichung von genau derselben Form geniigt 
P«(co8y), als Funkdon von und pi betrachtet. 

Ehe wir an diese Difierentialgleiohung Schliisse kniipfen, 
woUen wir die Aufgabe in khnlicherWeise verallgemeinem, 
wie die Grundaufgabe S. 9 verallgemeinert ist, indem wir 
an Stelle von cos?? und cos^i neue GrSBen x und Xi 
einfiihren, deren absolute Werte auch > 1 sein kdnnen, 
wahxend die Winkel p und pi beibehalten werden. Wir 
stellen uns also die Aufgabe, P,^(^) mit dem zusammen- 
gesetzten Argumente*) 


(4) z=xxi — 1 ya?i® — 1 cos (p — pi) 

durch Punktionen der einzelnen Argumente x, a?i, p — pi 
auszudriicken, und zeigen zu dem Zwecke zunSchst, daB 
Pn (b) auch fiir 1 5; | > 1 der Differentialgleichung geniigt, 
die aus (3) entsteht, wenn man darin fl? = co8i? an Stelle 
von & als unabhangige Variable einfiihrt. 


*) Fur 008^ = ®, cos ^1=331 ist sin^= — l ^ 

sm ^ . sin = — ya;*-. i — l , 
daher das Zeiclien m 
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Nach deu Regeln der DiffereDtialrechnung iat 

' ' GX^ OX 

.. « _ n \ d^Pn{») (S^\ dPn(il)PB] dPniB)S, 
^ L ds 8 xA dB di 


uud 


d^Pn{^)(^^\\dPn{B)8^B 

Btp^ 


ds^ ds 8 


Setzt man hierin die sich aus (4j ergebenden Werte der 
partiellen Ableitungen von b ein, so wird 




1 d^Pnip) 


+ 


dP, 


1— fljyia®— lcos(<»— pi)]’+(»i*— l)8iii*(<!»— 

'nC5)iyi^ , 2a:»y5?-i , , 


' yi^ 


cos 


In (5) kann der Paktor von geschrieben werden: 

\xxi — ]/a;^ -- 1 ^Xi^ — i cos (f — 1 = 1 , 


und der Faktor von 


dPn{^) ^ 

dB 


^\xxi- 


-■^ f J . 'cos 

so daB die rechte Seite von (5) 


(f>-fi)]= 


2^, 


(6a) 


^ ^ dB^ dB 


wird. Der Ausdruck (5a) ist aber, da P%{b), als Punktion 
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von 8 betrachtet, der Differentialgleichung der einfaohen 
Kugelfunktionen geniigt [GL (2), S. 34], 


3Iithin wd die Gleichung (5): 


dx 




Oder auch 


(6a) 




dx 


\—x^ B<p^ 


und diese Gleichung ist fiir a?=cosi9’, 8= cosy mit (3) 
identisch. Verjmdge der Ableitung der Gleichung (6 a) 
(oder (6)) ist deren Giiltigkeit aber nicht auf Werte von 
X und Xi beschrSnkt, die, absolut genommen, kleiner als 
1 sind, sondem sie gilt fiir beliebige x und Xi, 

Da durch Vertauschung von x mit Xi und <p mit fi 
z sich nicht Sndert, so geniigt noch einer zweiten 
Gleichung, die aus (6) entsteht, wenn man statt x setzt 
Xi und zi^leich statt (p setzt pi. 

Nun ist Pn{^) eine ganze Funktion von z von der 
Ordnung n. Setzt man darin fiir z den Ausdruck (4) ein 
und entwickelt die einzelnen Potenzen von z nach dem 
binomifichen Satze, so enthalt der Ausdruck von Pn{is) 
alle ganzen Potenzen von cos(^ — ^i) bis zur n-ten ein- 
schliefilich. Jede ganze Potenz von co8(^— ls£t sich 
aber durch die Kosinus der Vielfachen von p— pi aus- 
drii<ien. Macht man das und faJBt die Kosinns der gleichen 
Vielfachen von p—pi zusammen, so ergibt sich fUr P%{z) 
die Form 


i7) 


n 

W =2] 


^=0 


worm /y eine Funktion von x und xx ist Urn diese zu 
bestimmen, setzen wir den Ausdruck (7) in (6a) ein, so 
ergibt sich: 



OX 
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Soli eine derartige, nach Kosinus der Vielfachen von 
<p — ^ fortschreitende Summe flir beliebige Werte von 
g— ^ verschwinden, so mnfi der Koeffizient jedes einzelnen 
Kosinus verschwinden. Denn multipliziert man (8) mit 
cos y (p — fi) und integriert nach (p zwischen den Grenzen 
0 und 2?r, so verschwinden nach dem schon S. 25 be- 
nutzten HUfssatz alle Integrale, in denen' v von v' ver- 
schieden ist. Mithin folgt aus (8), daB fiir jedes v 


(8a) 


S OS 




sein muB. (8a) ist aber die Differentialgleichung der zu- 
geordneten Kugelfunktionen^ und da v eine ganze Zahl 
so muB fy die Form haben 


(9) fv = e,Pn,v (os) + c/ Qn,, (os ) . 


’Nun wird aber Qn,v(^x^) fhi' ^^ = + 1 unendlich, also wtirde 
auch fr und damit Pn{^) fiir 3? = ±1 unendlich werden. 
Andereraeits nimmt fiir ia;==+l ^ den Wert +xi an, und 
Pn{^^ ist fiir alle endlichen Xt endlich. Daher muB 
in (9) der Koeffizient verschwinden, so daB (7) in 


( 10 ) 



Pn, r (^) COS v{p — f9i) 


iibergeht. Darin ist Cy eine Konstante in bezug auf a?, 
rauB aber noch von xi abhSngen. Hatten wir anderer- 
aeits den Ausdruck (7) in diejenige Differentialgleichung 
eingesetzt, die aus (6 a) durch Yertauschung von x mit Xi 
und g mit gi entsteht, so wlirde sioh in ganz analoger 
Weise fiir Pn(;9f) statt (10) die Gleichung 


(10 a) 


Pn 



dv P}i,v{(Xix) cosv(^z> — ^l) 


ergeben haben, in der dy in bezug auf xt konstant ist, wohJ 
aber von x abhSngt Die beid^n Gleichungen (10) und 
(10 a) werden erfuUt, wenn man 


( 11 ) 


Pn 



Pn,v i^) Pn,v (i»i) COS (p - JPi) 
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setzt, wo die Koeffizient^n weder von Xy noch von Xi 
abhSngen, also wirkliche Konstante sind. 

Zur Bestimmung der KoeiEfizienten 7z„,, dividieren wir 
(11) dnrcli schreiben das Resiiltat 




a\“Pn{e) 


(p^) 


v = 0 




Pn,i COS V (^ — ^i) 


und gehen dann zur Grenze ^ = oo uber. Fiir x = oo wird 
auch 0 ==€o, Naeh Gleiehung (7), S. 13 und (9), S. 56 ist 
aber * 

lim lim 

2=00 ^ W. ,^ = 00 ^ 

ferner folgt aus (4), & 66 


lim £ = 1 cos — ^i) . 

Fiir ;i^ = oo folgt daher aus (11 aj: 

^i2) [ifa - V gi* — 1 COB ( y - yi)]" • ---— 

n 


= V ?2n. j Pn,t (i^i) COS V — (pi) . 


Andererseite folgt aus der Gleiehung (3), 8. 54, wenu wir 
darin statt ^ setzen — (und statt x setzen wi): 


(13) fc ~t^*r 1 ^ 

^ »i 




(-1/ cos 


dabei zeigt der 8trich an dem Summenzeichen an, daiJ fiir 
r = 0 nur die HSlfte des betreffenden Koeffizienten zu 
nehm en ist Setzen wir die Ansdriicke (12) und (13) frir 

— 1 cos — einander gleich, so miissen die 
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Koeffizienten der Eosinus gleicher Vielfaoher beiderseits 
dieselben sein. Wir erhalten also 


(14) 




(n-\-v)\{n — v)\ ^ 


imd fiir v = 0 ist die Halfte zu nehmen, 

Damit ist die gestellte Auf gabe gelbst. Gleichung (11), 
ia der s durch (4), dnrch (14) gegeben ist, heifit das 
Additionstheorem der Kugelf unktionen. Da die 
Ableitung fUr beliebige Werte von 20 und x± gilt, kann 
das Resultat auch auf x = cos d cos angewandt 
werden, wodureh -er in cosy tibergebt. Somit ist, wenn 
cosy den Ausdruck (1), S. 65, darstellt, durch (14) ge- 
geben ist : 

n 

(15) Fn (oos y) = r(cos 6) Fn,v (cos Oi) eos . 


Bemerkt werden. mag noch, dafi nach 8,53,54 diePunktion 
Pn,v (cos I^-) den Faktor (]/ cos^^)' = sin^ enthalt. In 
dem Produkt Pn,v (cos ??) (cos i9-i) versehwindet das 
Imaginare von“nselbst. 

Die Funktion P„(cosy) wird liaufig als Laplaoescher 
Koeffizient bezeiclmet. 

F olgerung. Integriert man (cos y) nach pi zwischen 
den Grenzen 0 und 2 ;r , so verschwinden auf der rechten 
Seite alle Integrale, in denen der Wert des Integrals 

fiir v = 0 ist 2;r. Ferner ist wegen des Wertes von 0 
[Gl. (14)] und wegen des Zusammenhangs von P^ 0 niit 
Pn [Gl. (2c), S. 54)] 

hi,0 Pn,0 (cos i9') (COS >9i) = P^ (C03 Pn (cOS &x) , 

Somit folgt 

2ft 

(15 a) f Pn (cos y)d^i~27rPn (cos ^) P» (cos &i ) . 

— 0 


b) Die Kugelfunktionen mit zwei Vera.nderlichen 
Oder die allgemeinen Kugelfunktionen. 

Wir kniipfen an die partielle Differentialgleichung (3), 
S, 66 an und bezeichnen darin die abhangige VerUnderliche 
mit y, also an die Gleichung 
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(16) 


sin d & 


1 y ^ 
sin- d'S 


n(n+l)y = 0, 


in der n eine positive ganze Zahl ist. y^Pn(p^^y) ist eine 
partikulare Losung dieser Gleichung. Wir stellen uns nun 
die Aufgabe, die allgemeinste Lbsung von (16) zu finden, 
die fur alle Punkte einer mit dem Radius 1 um den An- 
fangspunkt beschriebenen Kugel endlich und eindeutig ist 
^ und p sind ja die raumliehen Polarkoordinaten eines 
Punktes dieser Kugel]. 

Wir snchen der Gleicbung (16) durch eine L6sung 
von folgender Form zu geniigen: 

(17) y=^e.0, 

worin der Faktor 6 nur von d', 0 nur von p abbangt, 
Setzt man den Ausdruck (17) in (16) ein, dividiert dann 
durch 6 . (25 und multipliziert mit sin^ & , so ergibt sich 


(17 a, 


1 . .de 

smo’ d’d' 


e d& 


f 12 (n+ 1 ) sin® 


1 

0 d<p ^ ' 


In (17 a) mufi jede der beiden Seiten derselben Konstante 
gleich sein, Denn differentiiert man (17 a) nach p, so 
wird die linke Seite =0, d.h. die rechte Seite ist in bezug 
auf p eine Konstante; und da jene rechte Seite allein 
von p abhangt, kann jene in bezng auf p konstante GrSJBe 
aueh nicbt & enthalten, ist also konstant. Aus (17a) 
folgt. also 

1 

Die DifFerentialgleichimg (17 b) hat bekanntlich folgende 
L(5sung: 

1) falls r>0, ist ^ = Acos (py^) + JBsin (p]/^) , 

2) falls r<0, ist (& = 

3) falls = ist ^==A + J9p; 



A und B bezeichnen jedesmal wUlkurliche Konstante, Uun 
soli aber und damit 0 in alien Punkten der um den 
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Anfangspunkt mit dem Eadius 1 beschriebeiien Xugel 
eindeutig sein, ^ muiJ daber fiir irgendein f und fiir 
c? + 2;r denselben Wert haben; derm zu diesen beiden 
Werten von tp gehort derselbe Punkt der Kugel; d, h, 
miiB eine um 2 zr periodiscbe Funktion von <p sein. Daber 
ist die zweite Lbsung zu verwerfen, die dritte hat die ver- 
langte Eigensebaft nur fiir die erste nur dann, wenn 

'fc eine ganze Zahl —v ist. Somit mu6 


(17 c) A cos (y ^) + jS sin (v <f) 


sein, wo v eine positive ganze Zahl oder l^ull ist. [An 
sicb kdnnte v aueh eine negative ganze Zahl sein; aber 
negative Werte von v ergeben, da die Faktoren A, B will- 
kurlich sind, nicbts anderes als positive v.] 

Setzt man (17 c) in (17 a) ein, so wird 


1 

0 df- 


I ^ 

= + r- 


j 


und (17 a) geht in folgende Gleichung liber; 

(lid) 


1 “ 


sin& 

d& 




Das ist die Differentialgleichung der zugeordneten Kugel- 
funktionen, allerdings die allgemeinere, in No. e) des KAp. 4 
behandelte, in der v auch >n sein kann. Aus dem dort 
Gesagten wissen wir, daB (17 d) fiir v'>n keine Lbsung 
besitzt, die zugleieh fiir cos^ = -i-l und cosi9’ = — 1, d. h. 
in beiden Polen unserer Kugel, endlich ist. Da wir mm 
eine Lbsung von^(16) suchen, die fiir alle Punkte unserer 
Kugel endlich ist, so konnen wir dem Parameter v in (17 d) 
nicbt beliebige ganzzahlige Werte erteilen, sondem nur 
solche, die <n sind; nnd fur diese ist die einzige Lbsung, 
die auch in~3en Polen der Kugel endlich iSt 

(17 e) 6> = (7 .P^,,(cob.9-). 

Da S mit 0 zu multiplizieren ist, und da das Produkt 
zweier willkiirlicher Konstanten nur wieder eine willkiir- 
liche Konstante ergibt, kann (7=1 gesetzt werden. Wir 
sehen somit, daB jede Lbsung unserer Differentialgleichung 
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(16), die die Pomi (17) hat und auf der Einheitskugel 
iiberall eindeuiag und endlich ist, die Form haben mufi: 

(18) y=:P^,^ (cos &) {A cos + B sin (i- ^)} , 

worm y eine ganze Zahl <n ist. Solcher LiJsungen glbt 
es (^^+1), da V die Werte 0, 1, n annehmen kann. 
Die Somme mehrerer oder aller dieser Ldsungen, geniigt 
ebenfalls der Gleichung (16), da diese linear ist. Als all- 
gemeinste L6sung der Gleichung (16), die auf einer Eugel 
iiberall eindeutig und endlich ist, ergibt sich also folgeude: 

(19) 7n f>) (cos &) [A„cos (v (p) -h £, sin {v p )] . 

v =-0 

(Durch die Indizes an den Konstauten A, .6 ist ange- 
deutet, daB diese von Glied zu Glied verschieden sein 
kdnnen.) Die so erhaltene Funktion Tni'&jf), die (2w+l) 
willkiirliche Konstante enthalt, da 5b von selbst fortf2,Ilt, 
nennt man Kugelfunktion »i-ter Ordnung mit zwei Ver- 
^nderliohen oder allgcmeine Kugelfunlbion oder auch 
Laplacesche Kugelfunktion. Die in Eo. a) dieses Kapiiels 
behandelte Funktion Fn{co&y) ist ein spezieller Fall der 
allgemeinen Kugelfunktion. In P«(cosy) haben die im 
allgemeinen willkiirlichen Konstanten A,, Bv die speziellen 
Werte 

(19.) 

UbrigensistF,i(T9',5i>) eine ganze homogeneFunktion 
n-ter Ordnung von cos sm& oo& p und sin d- sin 
Das ergibt sich zunSlchst fdr die einzelnen Summanden 
von (19). Denn nach Gleichung (4) 8. ?4 hat Pn^ ^ (cos &) 
die Form 

Pn.r (cos &) = sin»' & [cos^* ^ — ( ) cos^”'“2 ^9* + 0 cos^'^^ ^ 

(die konstanten Koeffizienten der zitierten Gleichung sind 
der Kiirze halber nur durch () angedeutet), und cos(yjp) 
ISBt sich, wie bekannt, nach Potenzen von cos^ und von 
sin^ folgendermafien entwickeln; 

cos r cos’ f — y^ f sin® cos’^ (p sin^ <p— 
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Daher ist sin’' & cos v <p ein ganze homogene Funktion v-ter 
Ordnung von sin & cos und sin ^ sin (p und cos^“^ & 
sin’' & cos V (p ist eine ganze homogene Funktion n-ter 
Ordnung von cos sin & cos <p und sin ^ sin ^ . Ftir 
QOgn ->^2 ^ gin> ^ (JOS y ^ ergibt sich dasselbe, wenn man 
dies Glied mit dem Faktor 

cos® d' + sin^ d' cos^ if + sin^ sin® f , 

der ja =1 ist , multipliziert. Ebenso ist cos^-’'-*^ sin*' 
0 , 0 % V ip mit dem Qua<h:at jenes Faktors zu multiplizieren 
usw.- JSTach der Multiplikation der eiuzelnen Summanden 
von Pn^y{Go%&) mit den genannten Faktoren wird also, da 
die Summe von ganzen homogenen Funktionen derselben 
Ordnung wieder eine derartige Funktion ergibt, Pn,vi(^o%&) 
QOBvp eine ganze homogene Funktion >z-ter Ordnung von 
cos d , sin cos p und sin & sin f ; ebenso P ^ , (cos &) sin v f 
und damit schlieBlich 

ist eine ganze homogene Funktion nullter 
Ordnung, d. h. eine Konstante. Ferner ist, ausgeschrieben, 

Fj = ^oFi,o(oos &) + (Ai cos ^ + JBi sin p) Pi^i (cos i)) 
= Aq cos I?* + « sin & {Ax cos f + -Bi sin f) 

usw. 

Der Faktor von P,j^v^cos O') ergibt im JResultat 
nichts ImaginSres. Man braucht fiir ungerade v niir den 
willkiirlichen Konstanten r^iii imaginSre Werte bei- 

zulegen. 

Folgerung. Die Summe zweier oder mehrerer Kugel- 
funktionen derselben Ordnung ergibt eine Kugelfunktion 
gleicher Ordnung. 

Denn sind und zwei Kugelfunk- 

tioneu n^-tev Ordnung, so sind beide duroh Eeihen von 
der Form (19) dargestellt; nur treten in Xn an Stelle der 
Konstanten A^, andere Konstante Cv, Dv auf. Addiert 
man X^ und , so sind nur die entsprechenden Konstanten 
zu addieren, die Summe hat wieder die Form der Reihe 
(19). Ebenso bei mehreren Summanden. 

Da ferner eine Anderung der Konstanten Ay, B^ die 
Form der Eeihe (19) nicht verandert, so erhalt man, falls 
Ayy By, einen von und p unabhSngigen Parameter ent- 
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halten, durch Differentiation oder Integration der Kugel- 
fnnktion nach diesem Parameter wieder eine Kugel- 
funktion w-ter Ordmmg. 

Bemerknng. Die Punktion Yn nennt man auch 
^KugelflSLchenfuiStion^, wo r den Radius vom Au- 

fangspunkte bezeichnet, ^rauinliclie Kugelfunktion“. Femer 
werdendieFunktionen (18) von Thomson und Tait, sowie 
von Maxwell fiir den Fall Qcvcn „tesserale harmo- 
nische Funktionen^ genannt, Sie verschwinden namlich 
auf gewissen Parallelkreiaeu und gewissen Meridianen einer 
KugelfiSche, und durch diese Kreise wird die ganze Kugel- 
fiSche iu Kugelvierecke geteilt. Fiir den FaU gehen 
die Vierecke inKugelzweieeke iiber, weshalb die Funktionen 
in diesem Falle jjSektorieUe harmonische Funktionen^^ 
heiBen. Fiir v==0 endlich werden die Funktionen nur auf 
gewissen Parallelkreisen =0, an Stelle der Vierecke treten 
Kugelzonen, und die Funktionen werden dann „zonale 
harmonische Funktionen^ genannt 


c) IntegralsStze der allgemeinen Kugelfunktionen. 

Satz I Sind Yn{d'^(p) und zwei allge- 

meine Kugelfunktionen verschiedener Ordnung, so ist 
2.1 .1 

(20) jd^jTn(d'^<p)Xft^{d'yf)Bm&d& = 0 (m^w). 


Beweis: geniigt der Gleichung (16), S. 72. 

Multipliziert man iese mit Xm sin&dd' d ^ und 
integriert fiber die Kugelflache vom Radius I, d. h. nach 
& von 0 bis nach f von 0 bis 2;r, so ergibt sich, da 
die Reihenfolge der beiden Integrationen beliebig ist, 


(21) nin-rDjdc r;,X,wSmi9'5t9=— / dp 


S sin 


dYn 


Bd- 




- 



d& 
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(In (21) sind der Klirze halber die Argumente bei 
und Tfi fortgelassen.) Das zweite Integral der rechten 
Seite ist trotz des Nenners sin^ endlich. Deim bildet 

man aus (19) ^ ^ so Mlt das von <p unabhangige Glied 

(d. L das aus y = 0 entstehende) fort, und fur v>0 hat 
P«^v(cos^) den Faktor sin^'^, so d^ sich der Nenner 
siu'i?’ forthebt. Durch zwehnalige teilweise Integration 
wird nun 

27E 


(21a) ^ 



da bei der teilweisen Integration die vom Integral freien 
Glieder verschwinden {Yn und seine Ableitungen nach <py 
desgleichen X^ und seine Ableitungen haben ja fur p = 0 
und j9 = 27r denselben Wert). Ebenso erhSlt man dureh 
zweimalige teilweise Integration, da sin an den Grenzen 
verschwindet, 


S sin^ 


(21b) 


SJ^ 

dd- 


5 siii’^ 




■Xet ci '^ = 
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d9. 


, 3 0 

VemSge (21a) und (21b) gett (21) in 


(21c) »(n + l) 


27t 7t 


2^ jt 

0 0 


' 1 1 
sin^ sin® 




fiber. Der in Klammem stehende Ausdruck in dem Integral 
der rechten Seite von (21e) ist aber = — w(m+ 1) X^j da 
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ebenfalls der Gleichung (16), S. 72 geniigt, dariii n 
durch m ersetzt; d. h, es ist 

27« Ji 

oder 

(21d| [tKw -f 


2/r a 




skdd&==0. 


Da «(w4- 1}— 1) von Null verschieden ist, mufi 
der zweite Faktor der linken Seite von (21) verschwinden, 
q.e.d. 

Im folgenden wird die allgemeine Gleichung (20) 
namentlich auf den Fall angewandt werden, wo an Stelle 
der allgemeinen Funktion Tf^ die spezielle (cos /) [61, (15), 

S. 71] steht 

SatziL Sind F^(-^,j>) und X»(^,5^>) zwei allge- 
meine Kugelfunktionen derselben Ordnung, ist also Fn 
durch (19) dargestellt, 

f22j Jn f) V f cos O ') [Oycos (v -h Dvsin (r f) | , 

50 ist 

( 23 ) jiff 

0 0 

und darin bezeichnet /in,v dieselbe Konstante, die beim 
Additionstheorem der Kugelfunktionen auftrat [6L (14), 

S. 71). 

Beweis: Multipliziert man die Keihen fiir Yn und 
so erh^lt man eine Summe, deren allgemeines Glied 

(cos^)Pn,t'(coa5’) [AyCv'Cos{v^)GOB{v'f)+JB^D^>Bm{v^)sm{v'^) 
-H cos ( y fi} sin (/ y?) 4* Gw cos {v <p) sin (r (p)\ 

ist, und zwar sind im allgemeinen v und v' verschieden. 
Integriert man nun nach (p zwischen den Grenzen 0 und 
2;r, so wird 
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2n. 

jcos(v^)cos(v' ^)(iy7=0, fsin(r^)8m(v^^)<i^ = 0 fiir 
0 0 
2 n 

I^Q 08 {v<p)m {v* (p)d<p = 0 sowohl fur als fiir v==/. 

Dagegen ist 


2n 2x 

l(iOS^(vf)df=jm^(vf)d^=^K fiir v>0, 


wahrend das liuksstehende Integral fur y=0 den Wert 
2:r hat Durch Ausfiihrung der Integration naoh ^ ver- 
schwinden demnach alle Smnmanden, in denen v und v' 
verschieden sind, und es wird 

(24) / = 2:r Joa)[P«.o(co8^)]* 

0 

+ TT 2 (-4, 0, + Bv Dy) [Pn,v (cos 1 ^)]- . 


Multipliziert man mit und integriert nach ^ 

zwischen den Grenzen 0 und n, so wird 


3( -f-1 





a 

2^t+l 


nach Gleichung (24), S. 61; und die rechte Seite ist, wenn 
wir die im Additionstheorem auftretende Konstante [Gl. (14), 
S. 71] einfiihren, 


1 


2 m + 1 }in,y 


fiir y>0 ; 


- — ^*- 7 — fur )/ = 
2w + l 


= 0 . 


Die Einsetzung dieser Ausdriicke in die mit sin^- multi- 
plizierte und nach -5* integrierte Gleichung (24) ergibt 
aher (23). 

Satz m. Nimmt man statt der allgemeinen Funktion 
die spezielle P«(cosy) [Gl (15), S, 71], so sind 
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Ay^Bv durcli (19a) S. 74 bestimmt; setzt man diese spezi- 
ellen Werte in (23) ein, so wird die rechte Seite 


I^Co ■P »,0 (cos (c^cos (v + D, sin (v jci)) P „, , (cos di)j . 


Der zweite Faktor ist nach (22) der Wert, den die Funk- 
tion X»(^,jp) annimmt, wenn man darin mit 
vertauscht. Wir haben damit den wichtigen Satz: 


2 jt 

(25) 1 . 


Die Gleichung (26) kann, da cosy durcb Vertauschung 
von -S' , mit -S'! , sich nicht Sndert, auch so geschrieben 
werden : 


2n 71 

^ 26 a) j" ifi jXn('^i,^i)P„(cosy)m&id^=^^^Xn(^,^). 


Folgerung 1. Ist 


•''26) cos y 2 = eos cos -d"! + sin sin cos — ^i ) , 

imd nimmt man fur Xn(^i,^) den speziellenWertP,i(cosy 2 ), 
so gebt (25 a) in folgende Gleichung uber; 


71 

i27) I' P|,(cosy)P„(cosy4)sm^iddi=g^^P»(cos^), 


wo 

(27 a) cos (5 = cos ^ cos ^2 + sin ^ sin ^2 cos (p 2 — ^) 

ist. 


Folgerung 2. Ist in (26) und jiJ 2 == 5 P, also 

y 2 =y, so mrd in (27a) cosd^l, und da Pn(l)"^ 1 ist, 
so foigt 


(28) 


2 .t 


J d^J |^Prt(cosy)j%i 


sin'^id^i 


4;r 

2w+l* 
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Kapitel 6. 


Entwicklnng nacli Kugelfanktioneii. 


a) Form der Entwicklung. Giiltigkeit derselben 
fiir ganze Funktionen 
von cos^, sini9’ cos^, sint?’ 


Wir stellen uns die Aufgabe, eine auf der KugelflSche 
beKebig gegebene Funktion f (^, ^) in eine nach den 
fortscbreitende Reibe zu entwickeln. Falls eine 
solche Entwicklung mdglicb ist: 


(1) 

m 

[welche Reihe im allgemeinen unendlioh sein wird], konnen 
die einzelnen mittels der Integralsatze der allgemeinen 
Kugelfunktionen bestimmt werden, Zu dem Zwecke mul- 
tiplizieren wir (1) mit (cos dd' d(p ^ wo cos y der 
bekanntCj in dem Additionstheorem auftretende Ansdruck 
ist [Gl. (1) S. 65], und integrieren Tiber die KugeMacbe. 
Nacn Satz I von Nr, c) des vorigen Kapitels verscbwinden 
dann rechts alle Integrale, in denen der Index m der 
Kugelfunktion X von n verschieden ist, wabrend sicb der 
Integralwert fiir m = n aus dem Satze III desselben Kapitels 
ergibt. So erhalt man 


( 2 ) 


25r 

= Xn{di, pi) 


Oder, wenn man mit vertauscbt^ wodurch sicb, 

wie schon friiber bemerkt, y nicbt andert, 


(2a) 


71 271 

Xn (^, ■ fem&id&ij’ f(&i, <pi)P^{oo&Y)dfi , 




so dafi die Reihe (1) aiisgeschriehen lautet: 

7t 2jr 

( 8 ) f(;d-fp)—~)^(2n+i)Jsin.^i d&i J f{d-i,pi)Pn{ooBy)dfn. 

6 


Wangerin, Theorle des Potentials XL 
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DaB der Ausdruck auf der rechten Seite von (2 a) eine 
allgemeine Kugelfunktion 9 ^-ter Ordnung ist, folgt aus dem 
friiher Gesagten. Pw(cosy), als Funktion von & und <p 
betrachtet, ist eine Kugelfunktion, ihre Koeffizienten sind 
in (19 a), 8.74 angegeben. Diese Koeffizienten sind mit 

/ (^ 1 , ^i) sin zn multiplizieren, und dann ist nach 

4 TC 

den Parametern t?*!, (px zu integrieren. Dadurch andert 
sioh nur der Wert der Koeffizienten, nicbt die Form der 
Entwicklung; das Eesultat ist also eine allgemeine Kugel- 
f unktion derselben Ordnung wie (cos y ) . 

Femer ist, wenn eine Funktion f (O', p) in eine Reihe 
der Form (1) entwickelt werden kann, die Entwicklung nur 
auf eine Art mSglich. Denn soli f(0,f) sowohl dnrch 
die Reihe (1), als dureh eine andere Reihe 

(1 a) f — S iP' i 9 ) 

trix 

dargestellt werden, so moB ffir alleWerte von 

(4) = 

w mi 

sein, Multipliziert man (4) mit (cos y)miOdOd<p und 
integriert fiber die Kugel, so wird 


4.T 

2 w -{- 1 




iyr 

2n+l 




Ah. in den Reihen (1) und (la) sind die einzelnen Kugel- 
funktionen derselben Ordnung identisch. 

Im vorstehenden ist vorausgesetzt, daB eine Ent- 
wicklung von der Form (1) mfiglich, auBerdem, daB, falls 
die Reihe unendlich, gliedweise Integration zulfissig ist. 
Unter welchen Bedingungen aber die Entwicklung moglich, 
daruber gibt das auseinandergesetzte Verfahren keinen 
AufschluB. % 

In einem speziellen Falle laBt sich die Gfiltigkeit der 
Entwicklung leicht zeigen, in dem nfimlich, in welchem 
f ('^9 9) ganze rationale Funktion der Koordinaten 
der Punkte der Eiuheitskugel ist, d. h. eine ganze Funktion 
von cosi^,sini9-cosp,sin^sinf ; und in diesem Falle ist 
die Reihe (1) endlich. Das ergibt sich aus folgender tlber- 
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legung. Eine ganze Funktion m-ter Ordnung von cosi^, 
sin^ cos , sini^ sin ^ ist eine Summe von Glicdern der Form 

(5) cos”-'^’ & sin"' d cos’ """ ^ sin® ^ , 

jeder Summand mit einer Konstanten multipliziert. Dabei 
sind n^v^a ganze Zablen, n<mfV<n,a^v, 1st a eine 
gerade Zahl, so Mt sich die~Potenz 

cos^'"”® ^ sin® ^ = cos^“"® ^ 

nach Potenzen von cos ^ entwickeln, und jede Potenz von 
cos laBt sick durch eine nach den Kosinus der Vielfachen 
von ^ fortschreitende Summe darstellen, und zwar treten, 
da nur. die r-te, (v— 2)-te, (>^— 4)-te usw. Potenz cos^ vor- 
kommen^ aueh nur cos (v ip) , cos (v — 2) ^ , cos — usw. 
auf. Der Ausdruck (5) nimmt dann die Form an 

(5 a) cos^-'^ d- sin’' cos (v — 2 A) ^ , 

worin Ic alle Werte von 0 bis -l-v fiir gerade v, von 0 bis 
•|(v — 1) fiir ungerade v annimmt. Das allgemeine Glied 
von (5 a) l§£t sich, mit Fortlassung des konstanten Faktors, 
so schreiben: 

cos**""’’^ (1 — cos® sin’'“ 2 A; ^ (y—2 Ic) <p 

Oder, wenn zur Abkiirzung 

gesetzt wild, 

sin^ d' cos (f) cos»~‘“ O' {1 — cos® 

worin ^ + ist, d. i., wenn (1— cos®-^)* aufgeliist 

wird, eiu Ausdruck der Form 

(5b) sin^^ S' cos {f.i <p) { (— 1)* & +Bx cos^“^”® d- 

+& cos’»-.®-^ ^+...+ cos"“^~2» ^ } . 

Weiter ist, falls n — eine gerade Zahl, 


I Pn-2 , iu(C0S d) sinf* cos’’-®—® ^+. .+ ( )cOB® 


Pu,^ (cos d) = sin^* . cos® -d- . 


6 * 
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In den Gleichungen (6), deren konstante Koeffizienten 
uur angedeutet sind, betrachte man die einzelnen Potenzen 
von cos y einschlieBlich. eos^ •S' als Unbekannte und li)se 
die Gleichungen, deren Zahl gleich der der Unbekannten 
ist, naeh diesen auf, so erhSlt man fiir alle in (5 b) auftreten- 
den, mit sin-^*^ multiplizierten Potenzen von cos-^ Eeihen 
der Form 

(7).t-^*{(7Pn,.a(cOS^)+(7Pn_2,.u(cOS.:>)+(7'P^,a(cOS'r9')+..}, 

und die Summe mehrerer Keihen von dieser Form gibt 
eine Eeihe derselben Form, ‘so daB der Ausdruck (5b) die 
Form annimmt 

(7 a) cos (j.L <p) 2 Dk Pn-- 2 k,fi (cos d) 

das ist aber eine endliche Summe von Kugelfunktionen 
verschiedener Ordnung, denn -DA;Pn— 2fc,iu(cosT9-)cos(^ jz?) ist 
ein spezieUer Fall von rn- 2 &(^j??)- 

In (6) war angenommen, daB w — ^ eine gerade Zahl 
set Ist n — (.i ungerade, so hat in jeder Eeihe der letzte 
Summand den Faktor COS'S*, und die letzte Gleichung (6) 
wird dann 

Pft +1 (cos S') = sm‘“ S cos S , 

Die aus den Gleichungen (6) gezogenen Schliisse bleiben 
dieselben. 

Der Ausdruck (5 b) war nun einer der Summanden 
von (5 a); in gleicher Weise lessen sich alle Summanden 
von (5 a) umformen, und da die Summe mehrerer Kugel- 
funktionen gleicher Ordnung wieder eine Kugelfunktion 
derselben Ordnung ergibt, ist auch der Ausdruck (6 a) und 
damit (5) eine Summe von Kugelfunktionen verschiedener 
Ordnung. 

F(ir den Fall, daB in (5) a ungerade ist, laBt sich (5) 
ebenfalls in eine Eeihe der Form (5 a) entwickeln, die nur 
sin (y — 2 ifc) p an Stelle von cos (y — 2 i) p enthalt. In (7 a) 
steht also nun sin(n^) an Stelle von cos(/u^), und wir 
haben nur andere spezielle Falle der Kugelfunktionen. 

Da die Potenz (5) sich durch eine endliche Summe 
von allgemeinen Kugelfunktionen darstellen iMBt, so gilt 
das gleiche fiir eine endliche Summe solcher Potenzen, 
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jede mit einer Konstanten multipliziert, d. h. fiir jede 
rationale ganze Funktion f 
Spezielle Anwendungen: 

1. J ede Funktion erster OrdnuBg von cos S ' , sin^ cos tp , 
sin sin ^ 

mo + Wi cos ^ + ma sin S cos ^ + mg sin sin ^ 

hat, wie unmittelbar aus dem S.75 angegebenen Ausdrucke 
fiir Fo und Yx hervorgeht, die Form 

Yo{S,ip)+Yx(S,<p). 

2. TJm die Funktion 

^ = mo H- mi cos® sin® S cos® <p -{- ms sin® S sin® <p , 

in der mo , mi , ma , ms konstant sind, nach Kugelfunktionen 
zu entwickeln, driicke man cos® (p und sin® ip durch cos (2 ip) 
aus, so wird 

, , ms+ms , f m+mz\ «« . W2a— ms . . 

mu H 2 h l^mi g — J cos® S ^ — sm®^ cos(2 <p) . 

Perner ist 

cos® (cos ^)+ -i- = Pa ^0 (cos , 
i® sin® S = P 2,2 (cos S ) • 

Mithin wird 

^ = To + Yz{Syp)y 

worin 

r.-«,.+g ‘+f± S!, 

A 

ist. 

b) Allgemeine Bedingungen fiir die Gultigkeit der 
Entwicklung nach Kugelfunktionen. 

In eine endliche Keihe von Kugelfunktionen lassen 
sick nur ganze Punktionen von cos S , sin S cos <p , sin S sin ip 
entwickebci, da ja Y^ eine homogene ganze Funktion w-ter 
Ordnung der genannten GroBen ist, damit jede endliche 
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Summe von Funktionen Y eine ganze rationale Funktion. 
Urn zu untersuchen, unter welchen Bedingungen filr andere 
Funktionen eine Entwickliing in eine unendliche Eeihe der 
Form (3) m(5glich ist, betrachten wir zuerst eine endliche 
Keihe jener Form und nennen Sr die Summe der (r + 1) 
ersten Grlieder 

( 8 ) 

«=0 

worin die einzelnen durch (2 a) bestimmt sind. Gelingt 
es, fiir Sr einen Ausdruck zu finden, aus dem man er- 
kennen kann, welcher Grenze Sr zustrebt^ wenn r iiber alle 
Grenzen waehst, und wird dann p), so ist 

unsere Entwicklung giiltig und stellt die Funktion f dar. 

Ein einfacher Ausdruck fiir Sr la£t sich zun^chst in 
einem apeziellen Palle ermitteln, namlicb fiir den Pol der 
Kugel, d. i. fiir = 0 . Fiir ^ = 0 wird cos y = cos d'l , 
P^i(cosi9'i) ist aber von unabhangig. Wird daher in 
(2a) zuerst nach^i integriert, so kann P^(cosy) in unserem 
speziellen Falle vor das innere Integral gestellt werden. 
Wird noch 

0 

gesetzt, so -wird 

7t 

(10)X«(0,p)=^-^^tl j’ F{di) P„(cos ^i) sin d -d-t 

“J 

nach Gleichung (30a), S. 33. Speziell -wird 

0 
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Fiir t 9- = 0 geht also (8) in folgende Gleiohung iiber: 

(11) 


+ 




■dP„-i(oos^i) _ dP„-n(c08^i) \l ^ 


d 


d&i 




d.i. 

(11a) 2 Sr 




d Fo (cos ^i) ,dFi (cos ^i) ,dF 2 (cos ^i) 
d&i d'd’x d 'd'l 

d Fr-l (cos 'd'l) d Pi (cos 
d d'l ddi 


+...+ 


d P 2 (cos di) dPr^i (cos ^ 

ddi ' * ddi r" 


Oder schlieBlich, da Po (cos di) == 1 ist und die Differential- 
quotienten von Pi , P 2 , . . , Pr— 1 sich f ortheben , 

(lib) -2 5,= J 1 d 

= Jr-{- Jr+l • 

Es ist nun zu ermitteln, was aus den beiden Sum- 
manden der rechten Seite von (11b) wird, wenn r iiber 
alle Grenzen wachst Zu dem Zwecke zerlegen wir das 
Integral in Teilintegrale 

(12) Jr=l 1 

0 13 

Darin soli ri eine GrSBe bezeiclmen, die sich mit waohsen- 
dem r der Null beliebig nahert, derart aber, daB 

(13) lim Pr(cosij) = 0 
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ist, DaB das rndglich ist, ist inKap. 2, Nr. e), Znsatz 1 (S.21) 
gezeigt. Man brauoht nur r]=^u:r^ zu nehinen, wo u eine 
von r unabhSngige endlicbe GrSUe imd ist, Ferner 

soil ^ eine GriJJJe bezeichnen, die sich mit wachsendem r 
demWertejr in derselben Weise nahert wie rj derNnll, d,h. 


(i3a) t = — iji, lim (cos iji) = 0 . 

rssa CD 


Yon den drei Summanden der recbten Seite von (12) 
untersuchen wir zuerst den zweiten und zerlegen ihn in 
Teilintegrale, deren Grenzen die zwischen rj und ^ liegen- 
den Wurzeln der Gleicbung P^ (cos S-x) = 0 sind. Die 
Gleichung P^ (x) = 0 hat ja lauter reelle, zwischen — 1 und 
-h 1 liegende Wurzeln, d. h. P^rcos-^i) wird = 0 fiir r ver- 
schiedene reelle, zwischen 0 und tt liegende Werte von *^ 1 . 
Von diesen ni5gen, der Gr5fie nach geordnet, die Wurzeln 
^x^axy zwischen rj und ? liegen. Dann 

lautet unsre Zerlegung 


(14) . 


t 0f2 C 

/■/+/+•+/■ 


n n 

Weiter wissen wir, daJB zwischen irgend zwei aufeinander* 
folgenden Wurzeln der Gleichung P^(i??) = 0 stets eine und 

nur eine Wurzel von = 0 Hegt; d. h. zwischen je 

zwei aufeinanderfolgenden Werten am und liegt stets 

ein und nur ein Wert von ftir den ver- 


schwindet. Ist dieser Wert von d-x^^m und zerlegen 
wir das betrachtete Teilintegral nochmals in die Summe 
zweier 


Jm) 


dPr(cOS^i) 

dS'x 



d Pr(C0S &x) 

d 


d 'd'x 






+ 


«w-fl 

f WQ.^^•Pr(cOS1»l)^ ^ 
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so andert in den rechtsstehenden Integralen 

innerhalb der Grenzen sein Zeichen niclit, und es kann 
daher der Mittelwertsata angewandt werden, woraus 

dgn. dm 

+ F(«5V) f — 

= [F(8^) - F(8'^) ] Pr (cos M 

folgt. Darin ist ein Wert zwischen und d'«i ein 
solcher zwischen und Nach Eap. 2, Nr. e) ist 

limPr (cos^i) = 0, falls von Null und tv verschieden 
r= oo 

ist, ja noch, wenn gleich dem obigen rj wird, erst reoht, 
wenn Daher ist 

lira Pr (cos = 0 
r = 00 

und somit auch 


f 




( 16 ) 

dm 

vorausgesetzt, daB F(dm) und F(d'm) endlich sind. Das 
gilt fur jeden Summanden der rechten Seite von (14), auch 
fur den ersten und letzten, und daher wird 

(15 a) lim f F(&i) d ^=0 , 

r=r 00 y dxhL 

V 

vorausgesetzt, daB F(^i) zwischen den Grenzen rj und £ 
stets endlich ist. 
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Urn den Grenzrwert des ersten Summanden von (12) 
zu ermittein, wenden wir den sogenannten dritten Mittel- 
wextsatz an, nach dem 

6 ^ 

j f(x) (ixi)diJfy = f{a) j^(x)da)-jrf(p) j(f{3o)diC 

a a 5 , 

ist, falls f eine zwisohen a und b (die Grenzen einge- 
schlossen) liegende GrSBe ist und f{x) innerhalb der Gren- 
zen weder vom Zunehmen zum Abnehmen, noch vom Ab- 
nehmen zum Zunehmen iibergeht Danach ist, falls JF('^i) 
zwischen den Grenzen 0 und kein Maximum oder 
Minimum hat, * 


b 0 

F(0)P,(l)+[F(0)-J'0))lP,(eoaf)+r(ij)P,(c<Mij). 


Geht man zur Greuze r = oo iiber, so wird nach (13) 
lim Py (cos ij) ~ 0 , ij selbst verschwindet, weshalb lim[^(0) 
— JF()^) ] = 0 wird; und da Py (1) = 1 ist fur jedes r , so wird 


(16) lim I’ Fi-^x) d&x = -F(0). 

6 

Der Grenzwert des dritten Summanden von (12) er- 
gibt sieh, wenn man ^=r — als Integrationsvariable 
einfUhrt, dann wird mit Rucksicht auf (13 a), und da 
Fr(-'X)-=^(—lYPr(ic) ist, 






daher nach (16) 
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f ~~dZ ^ = f- ^ - 0) • 

*w 

S 

Aus (15 a), (16) und (16 a) folgt 

(17) lim e/,. = — F (0) + ( — if F(^ — Oj . 

T-= CO 

Der Grenzwert des zweiten Summanden J^+j-der reehten 
Seite von (111)) ergibt sich aus (17) durch Vertauschung 
von r mit r+ 1 , d, h. 

(17 a) Hm /,.+! = - jp’(0) + (-l)>'+i F{ 7 : - 0 ) , 

» - 00 

und somit 

lim ( 2 5!,.)== lim Jy-fi) ~ — 2 jP (0) 

r»0D t'=oo 

Oder 

(18) lim5r = F(0). 

Result at. Die Reihe (8) naJiert sich unter der Vor- 
aussetzung, daB die duroh (9) definierte Tuiiktion F{&i) 
zwischen -^±^0 und -5*i=7r, die Grenzen eingeschlosseii; 
iiberall endlich ist und in unmittelbarer Nahe von <^1 = 0 
und ^i = ;r kein Maximum Oder Minimum besitzt, in dem 
speziellen Fall mit unbegrenzt wachsendem r immer 

mehr dem Werte F(Q), 

Welche Bedeutung hat nun F(0)? — Const, stellt 

einen Parallelkreis der Einheitskugel dar, und dieFunktion 
F{S'i) in (9) ist das arithmetische Mittel der Werte^ die 
, j?i) auf diesem Parallelkreis annimmt. Denkt man 
n^mlich den Parallelkreis in n gleiche Teile geteilt^ so 
ist das arithmetische Mittel der Werte, welche /(^i, jpi) in 
den n Teilpunkten annimmt, 


(19) ,<-2:^] . 

Multipliziert man den Ausdruek(19) mit 27r und laBt dann 
n iiber alle Grenzen wachsen, so ist der Grenzwert des 
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mit 2 TV multiplisierten Ausdrucks (19) nach der Definition 
des bestimmten Integrals 




Zugleich ist der Grenzwert das mit 2 tt multiplizierte arith- 
metische Mittel aller Werte, die auf dem be- 

tracbteten Parallelkreiae annimmt. 

Aus der Bedeutung von jF(^i) folgt die von F(0). 
Fiir •5’i = 0 reduziert sicb der ParaUelkreis auf den 
PoL F(0) ist somit das aritbmetiscbe Mittel aller Werte^ 
welcbe /‘(^,^) im Pol annimmk Hat 

im Pol -5^1== 0 nur einen Wert, so ist dieser selbst das 
arithmetische MitteL 

Sonach ist fiir «5’=0, d.h. wenn der Punkt der 
Kugel in den Pol fallt, lim Sr gleich dem Werte, den 

™ annimnat, falls dort nur einen be- 

stimmten Wert hat. Ist aber f{^y<p) im Pol mehrdeutig, 
d.h, hfingt der Wert, den f dort annimmt, davon ab, auf 
welchem Meridian man sich dem Pole nShert, so ist lim Sr 

r=:oo 

gleich dem arithmetischen Mittel der verschiedenen Werte, 
die f im Pol annimmt. 

Aus dem Wert, den linijSr fiir r = oo in dem oben 
behandelten speziellen Palle hat, ergibt sich lim Sr fiir be- 
liebige durch Ubergang von einem System von Polar- 
koordinaten zu einem andem. Auf der Einheitskugel sei 0 der 
Pol des Koordinatensystems '5-1, ^ 1 , P ein beliebiger Punkt 
mit den Koordmaten'5*i, pijA der Punkt, dessen Koordinaten 
&^<p sind (vgl. Fig.3, S.8). Dann ist = 0B^d‘x, 

Winkel — (oder (pi — f) und AB^y, Bei 

der Integration nach B'iy<px bleiben also Punkt A 

nngeandert. Piihrfc man nun ein neues Polarkoordinaten- 
system ein, dessen Pol A ist, so wird in diesem ein Punkt P 
der Kugel bestimmt durch seinen Abstand y von J. und 
durch den Winkel, den BA mit einem festen von A aus- 
gehenden Hauptkreise bildet; als letzteren nehme manj.-gf 
und bezeichne ^BA 0 mit X. Man erhalt alle Punkte B 
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der Kugel, wenn man y von 0 bis I, von 0 bis Stt 
variieren laBt. Ferner wird das Flaehenelement der Kugel^ 
das im alien System sin d-i. dd'xd (fi v^ar, im neuen 
= sin ydydX, Bei Einf iihrung von y , X statt , fx ist daber 
mxd^xd&td<p\ durcb ^mydydX zu ersetzen. Zugleioh 
gehe in yX) liber, so nimmt der Aiisdruck(2a) 

fiir in den neuen Variabeln die Form an; 


( 20 ) 


2w + l 


TT 2 ;« 

^^Jsinydy j (p 


<p{y,^)Pn{<^osy)dX, 


Da P^(cosy) von X unabh^gig ist, hat die rechte Seite 
von (20) genau die Form, die vorher Zn(0,^) hatte. Man 
tann daher das Eesultat der vorigen Betrachtung an- 
■wenden, und es wird 


2;r 

( 21 ) UmSr=^~(^j'</,iy,).)dl^ 

0 ^ 

d. h. gleich dem arithmetischen Mittel der Werte, die 
^(y,X) fur y=0, also f('d\y^x) im Punkte A anniimnt. 
iimSr fur r==c5o ist also allgemein gleich dem arith- 
metischen Mittel der Werte, welche iui Punkte 

der Kugel annimmt. Dabei wird vorausgesetzt, daB 

2jt 

(21a) j<fi{y,X)dl 

iiberall auf der Kugel endlich ist, was sicher der Fall ist, 
wenn f (d-x , ^i) iiberall endlich ist, f emer daU der Aus- 
druck(21a) in der unmittelbaren Nahe von y^Q kein 
Maximum oder Minimum hat; und das ist fiir Punkte 
der Kugel erftillt, in deren Umgebung kontinuier- 

lioh ist. Fiir Funktionen die auf der ganzen 

Kugel endlich, einwertig und kontinuierlich sind, stellt 
daher die rechte Seite von (3) wirklich die Funktion 
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c) Anwendung auf die Entwicklung einer 
Funktion einer Veranderlichen nack einfachen 
Kugelfunktionen. 

Aus der Entwicklung einer auf der Kugel gegebenert 
Funktion nach allgemeinen Xugelfunktionen ergibt sioh die 
Entwicklung einer Funktion einer Veranderlichen nach 
einfachen Kugelfunktionen folgendermaBen. 1st die Funk- 
tion /(d*, f?) == ^ (&) von <p j also auch /‘(^i ^ ^i) = ^ von 
unabhangig, so kann man die Reihe (3) so schreiben: 




j <!> (^i)sin ^ d&x JPn(c>oay)d^ 

odei’, wenn man noch Gleidiung (15 a)^ S. 71 anwendet, 


(22) 5 ^ (^) = 2 Pn (cos S-) j ^(&i.)Pn{coB»x)sm^dd>i. 


Fur cos-^ = ;r, coS'5-i=^i nimmt (22), falls ip{&)^F{x) 
ist, die Form an: 

+ 1 

(22a) F(x)=^^^Pr,(x)J'F(xx)Pn(.xi) dxx ; 

imd diese Entwicklung gilt nach dem Obigen im allge- 
meinen nur fur Verte von x zwischen —1 und +1, sie 
erfordert femer, daB f(x) zwischen x =—l und x = + l 
iiberall endlich und in der ITahe von x kontinuierlich ist. 
Weiter stellt die rechte Seite von (22 a) F{x) nur dar fiir 
solche Xf fur die F(x) eindeutig ist. 1st F{x) fiir irgend- 
ein X nicht eindeutig, so ist die rechte Seite von (22 a) 
gleichdem arithmetischen Mittel derWerte, die Fftir dieses 
Argument annimmt, 

Als Beispiel wollen wir eine Funktion nach Eugel- 
funktionen entwickeln, die fiir positive x<l den Wert + 1, 
fiir negative — 1 den Wert 0 hat; oder, was dasselbe,. 
eine Funktion, die auf einer Halbkugel den Wert 1, auf 
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der andem den Wert 0 hat. Da in nnserem Falle die 
Funktion F(xi) vom — 1 bis den Wert 0, von 

Xi = 0 bis den Wert 1 hat, so rednziert sich die 

Gleichung (22 a) auf 

1 

S (®) fPn («i) d aJi . 


(23) 


Die hierin auftretenden Litegrale ergeben sich fiir »>0 
durch Benutzung der Differentialgleichung far Ana 
dieser folgt 

1 1 

jvdP,i(iCi) 


(24.) j (xi) dxi=^ — 

0 0 


^ dxx 

dxi 


dxi 


Fiir die Grenze 1 wird (1 — xp) == 0 . Bezeicknet man noch 
die Ableitung von Pn mit P'^, so wird 

1 

(24a) y ?„(«,) dxi (n> 0) . 

0 

Der Wert vonP'n(0) ist diirch (6), S.12gegeben; er ist = 0 
fiir gerade n, so dafi 


(24b) 


1 

j Pirn {xi) dxi = 0 (m>0) 


und nach der zitierten Gleichung 


( 24 .) 

n 


1.3...(2iw-l) 1 


= (■_ D* 

'' ^ 2. 4. ..2m 

(m>0) 


2}»+2 
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wird, Piir mrd 


(24d) j Pq (xi) dxi=^l,JPi (xi) d Xi = fxidxi==^. 

0 0 0 0 *** 

Mithin^ laJ3t sioh unsere Punktion F durch folgende 
Kugelfunktionenreihe darstellen: 




(a;). 


Wenden wir die Eeihe auf a; = + l an, fiir welchen Wert 
i^=l ist, so ergibt sieh 


(26) 




4m+3 1.3..(2 ot— 1) 
4«j+4' 2*4... 2 j» 


Fiir a? = — 1, wo jF= 0 isi^ folgt aus (15) 


(26a) 0 = -i- 



4w-}-31»3..(2»t — 1) 
4 ?b + 4* 2.4.. 2m 


(26) und (26 a) sind identisch; man hat zugleich die in 
beiden aufferetende Eeihe sumioiert, ihre Summe ist —4. 

arithmetisohe 

Mittel der beiden Werte, welohe F fiir aj = 0 annimmt, je 
nachdem x von positiven x oder von negativen a? zu 0 
iibergeht. 



n. Absohnitt. 


Die Potentialanfgaben fiir die Kngel. 
Elektrizitatsverteflung aaf einer KiigeL 


Kapitel 1. 

Das Potential einer KugelMclie bei IbelieMger Massen- 
Terteilung, 


Das Potential einer Kugelflache vom Eadius J?, die 
mit Masse von der Dichtigkeit x belegt ist, ist 


(1) 



yj sinS^ d d'l 
Q 


d^i 


Darin sind die raumlicben Polarkoordinaten eines 

Punktes der Kugelflache, r , <5’ , ^ die des angezogenen 
Punktes und 


(la) = jR® — 2 r JBcosy, 

cos ;/ = cos ‘5’ cos + sin sin cos (^i — f ) . 

Die Dichtigkeit x , die eine gegebene Punktion von 
ist, entwickle man nun nach Kugelfunktionen 

(2) ^ “ 2 > 

wo nach S. 81 


2jt 


(2a) Km, {d'l , ^x) = J y3t(^,$P2)Pm(cosy2)sin'^2d^d 

cos y2 = cos;^i cos '&2 + sin sin <^2 cos (^i — ^2) 


ist. Die Entwieklung gilt stets, wenn die Dichtigkeit eine 
iiberall endliche Punktion von ist. Perner ist nach 

(2), S. 11, je nachdem r>i2 oder y<JB, 

Wangerin, Theorie des Potentials IL 


7 
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“ »=0 

Die Einsetzung von (2) und (3 a) in (1) ergibt fiir das 
Potential der Kugelflaohe in bezug auf auBerhalb liegende 
Punkte 




* \ / 05 ^ 

, pi) J • 1 Pn (cos y)| . sin c? 5-1 (? pi . 


Da die beiden bier auftretenden Reihen konvergent sind, 
kann man sie gliedweise mnltiplizieren und darauf glied- 
weise integrieren. Dadurch erhalt man Integrals der Form 

-Kin (^1 , f i) Pn (COS y) smd^dd'idpi, 

die nach Satz I, S. 76 fur m^n verschwinden, dagegen 
fiir w = n nach Satz III, S.79, 80 den Wert 

haben. Demnacb trird 

^ 1 7 ?« 4-2 

(4.) 

und analog ergibt sich, wenn man (3 b) statt (3 a) benutzt, 
fiir das Potential innerer Punkte 

Hat man also die Dichtigkeit x in eine nach Kugel- 
funktionen fortschreitende Eeihe entwickelt, so ergeben 
die vorstehenden Pormeln (4a), (4b) sofort das Potential 
der Kugelflache fur auBere und innere Punkte. 
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Das erste Glied der Entwieklung (w = 0) in ist 
(5a) 47:— 2ro(^,jf) = — , 


falls M die gesamte anf der Kugelflache aiisgebreitete 
Masse ist. Denn es ist 


n 




2ft 71 

= J ^[2j ^rfh -Po(cos y) sin 


(Der Faktor Po(cos^) konnte hinziigefiigt werden, da er 
= 1 ist) Durch An^vendung der Integralsatze der Kugel- 
funktionen folgt 


Das erste Glied in der Eeihe (4b) ist 

(5b) 


Anwendungen auf spezielle Falle. 

1) Falls die Kngelflache gleichfdrmig mit Masse belegl^ 
also X konstant ist, reduziert sick die Eeihe (2) fur x auf 
das erste Glied Ko{S‘j<p)y demnach folgt das bekannte 
Resultat (vgl. Teil I, S. 83) 




Das Resultat kann fiir x = 1 auch f olgendermaBen 
ausgesprochen werden: 

Ist p' der Abstand eines Punktes Q der Eugelfl^che mit 
dem Radius JJ von einem anfierhalb der Kugel liegenden 
Punkte P', Q der Abstand des Punktes Q von einem inneren 
Punkte P, so ist 


(A) 



4 7rJR^ 
r 



> 


wo r den Abstand des Punktes P' vom Ki^elimttelpunkte 
bezeichnet und die Integration fiber die Rugelflache aus- 

7 * 
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n. Die Potentialaufgaben fiir die Kugel. 


zudehnen ist Beide Resultate gelten noch, wenn entweder 
P' Oder P auf der Kugel selbst liegen. 

2) Ist 

-/ = m cos d'l , 

wo m eine Koustantej so verschwinden in der Reihe (2) 
alle K auBer Kx ; JEi (^i , <pi) wird m cos . Daher f olgt 
aus (4 a), (4 b) 

ein Resultat, das im ersten Teil S. 108 — 109 auf anderem 
Wege abgeleitet ist. 

3) Die Dicbtigkeit sei 

x = fco -H + ^2 + h , 

wo X, y , 0 die reehtwinkligen Koordinaten eines Punktes 
der Kugelflache, fha konstant sind. Driickt man 

durch Polarkoordiuaten aus, deren Achse die x- 
Achse ist, so wird 

K^Jco + R^[h cos® d' + h sin® ^ cos® ^ + is sin® S' sin® . 

Diese Punktion % ist bereits friiher nach Kugelfunktionen 
entwickelt (s. S. 85); mit Benutzung dieser Entwicklung 
wird 

r, = 4 TT ^ XO (^ , ^ ^ f ) , 

(cos^^— sin®'^ cos (2 

4) Wir wenden die allgemeinen Formeln (4 a), (4 b), 
die fur beliebige Massenyerteilung auf der JKugel gelten, 
auf zwei konjugierte Punkte an, d. h, auf zwei Punkte, die 
auf demselben Radius liegen, und deren Abstande ro, rt 
vom Kugelmittelpunkte der Gleichung genligen: 
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(6) tq n == E® . 

Das Potential Vo fiir den Punkt Po ist {roCB vorausge- 
setzt), durch (4b) gegeben, darin ro statt r gesetzt, wShrend 
fiir das Potential Vi des Punktes Pi die Gleichung (4 a) 
gilt, darin ri statt r gesetzt. Nacb (6) ist nun 

1 _ 

daher 

Somit gilt fiir jede beliebige Massenverteilung auf der 
Kugel fiir die Potentiale zweier konjugierten Punkte die 
Beziebung 

(6a) rx = 7o.^ = Fo^. 

Dasselbe Resultat folgt fiir ro>P, da durch Vertauschung 
von ro und ri Gleichiing (6) sich nicht andert. 

Polgerung aus den vorstehenden Resiiltaten. 
Bei der Ableitung von (4 a) ist ausdriicMich r>P, 
bei der von (4 b) rdBo vorausgesetzt. Beide gelten aber 
noch fiir d. h. fiir den Pall, daB der angezogene 

Punkt auf der Kugelflache liegt; beide ergeben in diesem 
PaUe 

und die hierin vorkommende Reihe ist sicher konvergent, 
wenn es die Reihe (2) ist. 

Aus (7) folgt, daB man, um Y ftir auBere oder innere 
Punkte zu bestimmen, gar nicht die Dichtigkeit x der 
Massenverteilung zu kennen braucht, sondem daB statt 
dessen der Wert gegeben sein kann, den das Potential an 
der OberflSche der Kugel annimmt. 

1st F=JF(-d', j£>) dieser gegebene Wert, so entwickle 
man F{d',<p) nach Kugelfunktionen 

( 8 ) 
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Fiir V gilt sowohl diese Gleichung, als die Gleichung (7), 
und da eiae Funktion 7 nur auf eine Art nach Kugel- 
funktionen entwickelt werden kann, so ist fiir jedes w 


2 w + 1 




uud daher 




Die zugeliSrende Dichtigkeit der Massenverteilung ist 


(9 a) y.(di,^i) 






Man kann iibi'igens die Potentiale Fa , direkt durch 
den gegebenen Oberfladienwert F == F (•5- , p) darstellen, 
ohne erst F nach Kugelfunktionen zu entwickeln. Nacb 
(2 a) S. 81 hat den Wert 

n. 2n, 

(8a) y„(^,j,)=i|^/ fF{»i,fx)P„{coBy)^d-xd^xdfi, 


SO dafi 


(9-) V,. 




F{d’i j <p^ Pft (cos y) sin d'ld&id fi 


— J an Stelle 


von setzt.] Konvergiert die Eeihe (8), und unter 

welchen Bedingungen das stattfindet, ist in Kap, 6 des 
vorigen Abschnitts erSrtert, so konvergiert sicker auch die 
Eeihe (9^), deren Glieder ja aus denen von (8) durch 
Multiplikation mit echten Briichen entstehen. Man kann 
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dann die Summe der Integrale durch das Integral der 
Summe ersetzen und erhalt 




71=0 


Die in (9^ enthaltene Reihe laBt sioh nun summieren. 
Derm differentiiert man die Gleichung 


( 10 ) 


1 

y 1 — 2fltcos/+a® 


0& 

=2a«P»(cos}/) 

0 


(«< 1 ) 


nach a, so erhalt man 

( 10 «) 


y (1 — 2 a COS y + V 


OP 


(cos/), 


und die Reihe (10 a) konvergiert unter denselben Be- 
dingungen wie (10), d. L fiir «<1. Mnltiplkiert man 
(10 a) mit 2 a und addiert dazu (10), so folgt 


(lOb) 


1-g^ 

y(l — 2«cosy+a®)^ 



(cosy). 


Mittels (10b) kann man die in (9^ auftretende Reihe 
summieren und erhalt 

n 


Entsprechend ergibt sicb fiir 7® der Ausdruok 

-p, E(r*— E°) /* j 'F(d^,^)Bmd'idS-id^ 

^ ““ 4jr J J V{r^+B^-2rBcosyf' 

0 u 

Diese Integraldarstellungen von 7^ und 7^, in denen 
F{d',(p) den Wert bezeichnet, den Vi sowohl, als 7^ an 
der Oberflaohe der Kugel annehmen, bezeichnet man als 
Poissonsche Integrale. 
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II. Die PotentialiLufgabeii fur die Kugel. 


Zusatz, In derselben Weise wie das Potential der 
einfacb mit Masse belegten Kugelflache ergibt sicb das 
Potential einer Doppelbelegung der Kugel. Das Potential 
der Doppelbelegung einer beliebigen Plache hat nach Teil I, 
S. 153 die Form 



Darin ist bei geschlossenen FlSohen N die ^iiBere Kormale, 
und diese ist bei der Kugel der Radius R. Filr die Kugel 
erhalten wir also 


3t 271 



Das Moment der Doppelbelegung ist irgendeine ge- 
gebene Funktion von die von B unabhangig ist, 

somit hat man, da auch die Integrationsgrenzen von B 
unabhangig sind, fur die Kugel 


( 12 ) 


U= 



7t 2.71 

)^sin^l dd-idcp-A 

Q 1 ' 


Das nach JJ zu differentiierende Integral hat genau die 
Form wie oben (S. 97) Man kann darauf das fiir 

F:iJ® abgeleitete Resultat anwenden. Entwickelt man das 
gegebene Moment ^ nach Kugelfunktionen 

(i3) = 

80 erhalt man nach dem Gesagten ffir aufiere Punkte 




fiir i 


innere 



4 in BP' 
2n + l 




4 ;r 

2n + l 
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d. h. 


(14) 


Ua- 




n=( 

00 


2 w-h 
- -h 1 




Aus den Ausdriicken (14) folgt 
Km (Ua—U^) = — A7I: (fi) , 


i=B, 

lirn 

r=J2 


(SVa 

S U^\ 

\dr 

dr) 


)=o, 

A^LiM 

‘ r dd-)~ ^ B Sd- ' 


1™ 1 
r^s\r dS' 


Km 

r-J2 


( i SUa 

1 d U^^ 

i_ i_ 1 ^ 0 ) 

\r sin ^ d cp 

rsiii'^ d cp j 

22 sin 8 cp ' 


in Ubereinstimmung mit den allgemeinen in Teil I, Ab- 
scbnitt H, Kap. 4 anfgestellten S’dtzen. 


Kapitel 2. 

Das Potential einer rSlnmllclien^ Ton konzentriscken 
Engeln begrenzten Masse. Satz von der a^niyalenten 
Massentransposition. 

Die Dichtigkeit der von zwei konzentriscben Kugeln 
mit den Radien i? nnd Bq (JR'^Tto) begrenzten Masse sei 
-^1,9)1), so ist ihr Potential 

U 71 2jt 

Ic {ri , S'x ,<pi)rid rx sin d-idd-xd rfx 
y r^+ t\ — 2 rn cos y 

Darin sind .r 9? die Polarkoordinaten des angezogenen 
Punktes; cosy hat denselben Wert wie in (la), 8. 97. 
Der Ansdruck (1) ist ganz analog dem im vorigen Kapitel 
behandelten Ansdruck fiir F, nur daB hier Tx das dortige 
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B ersetzt, nnd dafi aufierdem nach ri zu integrieren ist. 

Wir verfahren niin ganz me dort und entwickeln zuerst 
i, als Funktion von angesehen, nach Kugelfunk- 

tionen 

(2) ^3 = 2 (^1 ? ^ j 9^1) • 

Darin hat die Form .jeder Kugelfunktion 

m 

(2 a) ‘ (ri , , 9 h)= 2 J -Pm./* (®°s (^f, cos (/i yi) + JB|» sin (ft fn)} , 

fc=0 

nnd die Gr^Ben die in bezug anf di, (pi Konstante 

sind, hangen im aUgemeinen von n ab. Weiter ist auch 


l:yrH»*i"-2rricosy 

nach Kngelfunktionen zu entwickeln und das Produkt 
beider Reihen, mit siui^i multipliziert, nach S-i nnd q>i 
zu integrieren, genau wie in Kap. 1 , so erhalt man: 

a) wenn r>B, und damit r> als jedes fi, dh. wenn 
der angezogene Punkt aufierhalb der Kugel mit dem 
grbfieren Radius liegt, 
s 


( 3 ) Tf, 


dri 


rf 


\ 4jr 

E 




« = / r'i 

fio 

b) Ebenso wird, wenn r<iJb, d. h. wenn der ange- 
zogene Punkt im inneren hohlen !l^ume liegt, 

B 


(i) 


«=0 4 


M 


Das erste Glied der Entwicklung von ( 3 ) ist wieder 
da hier, analog wie S. 99 , . •' 


n « 2 « 


^=J j r\ drism&icl&idft=izj r\Iodrt. 
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Xo, die KugeJfunktion 0-ter Ordnung, ist dabei von 
, (fi unabhangig, nur von n abhSngig. — Das erste Glied 
der Reihe (4) ist dagegen 

R 

4 ;r 1 7*1 Xo d . 

4 

Die Formel fiir Wa gilt noch fiir r=J?; denn konvergiert 
die Reibe (2), so ist die Reibe 

deren einzelne Glieder ■ aus denen der Reihe (2) durch 
Multiplikation mit ecbten Briicben entsteben, sicber kon- 
vergent. Ebenso gilt die Eormel fiir Wi nocb fiir 

c) Urn das Potential fiir Punkte der Masse zu erbalten, 
fiir die 

B>r>Eoj 

teile man die Masse durcb eine zu den gegebenen Kugeln 
konzentrische vom Radius r (d. hu durch eine durcb den 
angezogenen Punkt P gebende 
Kugel) in zwei Teile, I und II. 

Piir den ersten, von den-Kugeln JJ 
und r begrenzten Teil hat P die 
Grenzlage eines inneren Punktes. 

Eiir diesen Teil gilt die Eormel (4), 
wenn man darin Eq durcb r er- 
setzt. Eiir den zweiten, von den 
Kugeln r und J?o begrenzten Teil 
bat P die Grenzlage der aufieren 
Punkte. Eiir diesen Teil gilt die 
Eormel (3), wenn man darin E 
durcb r ,ersetzt Das Gesamtpotential, d, L die Sumrae der 
Potentiale der Teile I und II, wird daber 



R r 

(6) ir>-4,y 

^ '' r ^ »» 


00 
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n. Die Poteatiakufgabea fur die Kugel. 


Die Formelu (3) und (5) gelten auoh fur den Fall einer 
Yollkugel. Man hat fiir diese nur 2?o = 0 setzen. 
Anwendung auf spezielle FSlle. 

1. 1st die Dichtigkeit It von und <p\ unabhangig, 

aber eine beliebige (endliche) J'unktion von ri, so ver- 
schwinden alle aufier Xo> wird 

R R r 

Fa= j,Wi=i7: 1 1cirt)ridri, Tr«.=4»r||K»-i) W dn |. 

Ro r R^ 

2. 1st die Dichtigkeit 

h==h’Thic^i + hyl-Th4 , 

worin xt,yij si die rechtmnkligen Eoordinaten der Massen- 
punkte, ]cQjh,h,ki konstant sind, oder in Polarkoordinaten 

h^ko + Tilh cos^ *^1 -h h sin® cos® + h sin® d sin® <pi ] , 
so ist 

Xo(nA,yx)=X-o+- ^ - | - ^ -- V ^ 


Xa (n , , jci) = r ? ^cos® #1 - -g) + sin® cos (2 , 

wahrend alle iibrigen X verschwinden. Daher wird 

TF. = 4;r[fa (gt-gg)] 




Jk B^-Bl 
’ 5 2 




cos^^-l)+“si: 


n®^(co82^)j, 


^«i = 4j 


/B2_,.9 r«-jBh iT: 


-(it + fe + 


B*— r* , r^—Bly 




+ sin® ^ cos (2 jp) 
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Folgerung aus den vorstehenden Resultaten. 
Wendet man die Formel (3) auf r = B, (4) auf r=Bo 
an, so ergibt sich 

B 

(6) = 4 ^ f iri,-»,f)dri, 


( 7 ) = 


2»+l^ 


J rr-^ 




dri . 


An diese Gleichungen kann man einen ahnlichen SchluB 
kniipfen wie in Kap. 1 dieses Abschnitts, namlich dafi 
man, nm Wa fiir beliebige r>jR zu bestimmen, gar 
nicht die Dicbtigkeit h (ri , , ^i) zu kennen braucht, 

sondern daJB es geniigt, die Werte von an der Kugel- 
flache r = Ii zvL kennen; und daJ3 es ebenso geniigt, die 
Werte von TFi an der Kugelfl^cbe r=^Ito zu kennen, um 
Wi fUr beliebige rcBo zu ermitteln. 

Denn ist = F(d' gegeben, so entwickle 

man F nach Kugelfunktionen 

( 8 ) 

SO bat man durch (6) und (8) eine doppelte Entwicklung 
derselben Funktion nach Kugelfunktionen, daher muB fiir 
jedes n 

R 

2 ^ ^ dn = r„(^, p) 

Bo 

und wegen (9) geht (3) iiber in 


( 10 ) 

n=0 

Ebenso erhalt man, wenn 

(8a) = = 

ist 
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II. Die PotentialaTafgabeii far die Kugel. 


(10a) 

tJbrigens lassen sich Wa und statt durch Reihen durch 
Integrale darstellen, derea ersteres iiber die Kugelflaclie 
jB, das zweite fiber die Kugelflache So zu erstrecken ist, 
genau wie inKap. 1, S. 102 — 103 diePoissonschen Integral- 
darstellungen fiir Va abgeleitet sind. 

Man bezeichnet die Aufgabe, sei es, wie in Kap. 1 
und Oder wie bier Wa und Wi aus ihren Werten 
an der Kugelflache S^ resp. jRo zu ermitteln, als erste 
Ran dwert aufgabe fiir Kugeln. 

Der Umstand, daB die Losung der Randwertaufgabe 
dieselbe ist, ni5gen wie in Kap. 1 die wirkenden Massen 
auf einer Kugelflache ausgebreitet sein, oder mag es sich 
um rSumKche Massen handeln, fiihrt auf den Satz von 
der aquivalenten Massentransposition. 

Satz* Die Wirkung einer innerhalb einer Kugelschale 
(oder auch einer YoUkugel) liegenden Masse auf auBere 
Punkte kann man stets und nur auf eine Weise ersetzen 
durch die Wirkung einer Massenbelegung der SuJSeren 
Kugelflache J?,’ und zwar ist die Gesamtmasse, mit der 
die Kugelflache zu belegen ist, gleich der in der Kugel- 
schale (oder der Vollkugel) enthaltenen Masse. 

Beweis. Es sei einerseits der Raum zwisehen den 
konzentrischen Kugeln S und Sq mit Masse von beliebiger 
Dichtigkeit erfiillt, so ist das Potential TT® dieser Masse 
fur aufiere Punkte durch Gleichung (3), S. 106 bestimmt 
Andererseits sei eine zweite Masse auf der Kugelflache 
JB ausgebreitet, so ist ihr Potential fiir Suflere Punkte 
durch Gleichung (4 a), S. 98 bestimmt. Sollen beide Massen 
auf alle auBeren Punkte dieselbe Wirkung ausiiben, so 
muB 

dWa_SVa SWa^SVa SWa S 7a 

dx dx ^ dy dy ^ d ss d 0 

Oder 

(11) Wa-^Va^C 

^in, wo G eine von den Koordinaten des angezogenen 
Punktes unabh^ngige Konstante ist Die Gleichung (11) 
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muB flir jedes r stattfinden, auch wenn r, beliebig grofi, 
schlieBlicli r = oo wird. Dana verschwinden aber Wq, so- 
wohl, als also ist 

(lla) C=0, Tfa = Fa. 

‘ Setzt man fiir TF^, und F^ die fiir sie geltenden Reihen 
ein, so miissen beide Reihen fur alle r denselben Wert 
geben, mithin miissen die Koeffizienten der einzelnen 
Potenzen von r gleich sein, d. h. fiir jedes n muB 

(12) iJ»+2 Xn n 

Bo 

sein. Fiir die Dichtigkeit der auf der Kugelfljiche auszu- 
breitenden Masse ergibt sich damit der Wert 

(13) = Vz„ (^1 , =2^ [ r?+' , pi) dn 

V ^ Bo 

Damit ist x eindeutig bestimmt, wenn die Dichtigkeit 
i (ri , , j?i) und mit ihr die Xn (n , , ^i) gegeben 
sind [nicht aber ist umgekehrt, wenn x und damit die En 
gegeben, Xn und damit ft bestimmt], Femer ist, wenn 
M die gesamte raumliehe, Mf die gesamte auf der Kugel 

M 

B ausgebreitete Masse ist, das erste Glied von TFa = ~-, 

M’ ^ 

das erste Glied von Fa = — . Da auch diese Glieder 

r 

•gleich sein miissen, ist — Damit ist der Satz 

bewiesen. 

Zusatz 1. Genau ebenso kann man zeigen, dafi die 
Wirkung, welche die Masse innerhalb der Schale JB, So 
auf Punkte des inneren hohlen Raumes ausfibt, ersetzt 
werden kann durch die Wirkung einer auf der KugelflSche 
iZo verteUten Masse. !N'ur sind hier die beiden Massen 
nicht gleich. 

Beweis. Die Gleichheit beider Wirkungen bedingt 
auch hier, daB 

(lib) TFi-F,+ 0 

ist, wo Wi die Reihe (4), S. 106, Fi die Reihe (4b), S. 98 
ist, in letzterer jedoch B durch jRo ersetzt, Hier ist kein 
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II. Die Potentialau^aben fiir die Kugel. 


Grund, (7=0 zu setzen, C kann vielmehr beliebig sein. 
In den Reiben fiir Wi und miissen wieder alle Glieder 
entsprecbend gleicli sein; nnr die Glieder fiir w = 0, die 
ja konstant sind, unterscheiden sick um C. Das erste Glied 
Ko der Entwicldung von % ist somit nicht bestimmt, und 
daber ist die ganze auf Bo auszubreitende Masse unbestimmt* 
Diese Unbestimmtlieit ist dadurch begriindet, dafl eine mit 
konstanter Dicktigkeit auf einer KugelflS.che verteilte Masse 
auf einen inneren Punkt keine Wirkung ausiibt. 

Zusatz2. Sind die innerhalb der Kugelsckale liegenden 
Massen so verteilt, dafi ibr Potential fiir alle Punkte von 
Bo denselben "Wert bat, so bat ibr Potential aucb fiir alle 
inneren Punkte denselben konstanten Wert. 

Denn soil von unabbangig sein, so sind 

in (8a), S. 109 alle Z^^O, anfier Zo. Daber ergibt (10a) 
fiir alle inneren Punkte Wi=Zo. 


Kapitel 3. 


Ableituug der Losimg der Randwertaxifgabe aus 
der Laplaceseken Oleiehung* Anweudung auf die 
Greensclie Funktiou der Kugel. 


Zu den Fonneln (9) des ersten, resp. zu den Formelnt 
(10) und (10 a) des zweiten Fapitels kann man aucb von 
der Laplaoesoben Differentialgleicbung aus gelangen. 

a) Innerbalb einer Kugel vom Radius B seien be- 
liebige ranxnlicbe oder auf Flacben ausgebreitete Massen 
entbalten, ein Teil dieser Massen kann aucb auf der Kugel* 
flacbe B selbst verteilt sein. Das Potential TF dieser 
Massen genngt in dem Raume auBerhalb der Kugel B der 
Laplacescben Gleicbung, die, auf r§,umliche Polarkoordi* 
naten transformiert, lautet: 


(1) 


1 


dr 


sin 6 


Id^W 


Es ist die allgemeine LSsung dieser Gleicbung zu sucben,. 
die zugleich die ubrigen cbarakteristiscben Eigenscbaften 
des Potentials (far Punkte auBerhalb der Masse) besitzt^ 
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also in dem betrachteten Ramne uberall nebst ihren Ab- 
leitUBgen eindeutig, endlicb nnd stetig ist iind im Unend- 
lichen versobwindet. Wir nntersnchen zunSchst, ob es 
mbglicli ist, der Gleichung (1) duroh das Produkt dreier 
Fimktionen zu geniigen, deren jede nur von einer der 
Yariabeln abhangt; 

(2) TF=TFimF8, 

wo Wx nur von r, TTa nnr von -5*, Wb nnr von ab- 
hangt. Setzt man (2) in (1) ein und dividiert dann 
durch Wi W 2 Wb, so erbalt man 

odWx 

m i i 1 d» 1 

^ ^ Wi dr (TTasin'^ d-d* TFasin®^ ^9^]* 

Die recbte Seite von (3) ist von r unabhSndg, dasselbe 
gilt also aucb von der linken Seite, und da mese unserm 
Ansatze zufolge weder d*, noch (p entbMlt, so mnB sie 
gleich einer Konstanten sein, d. h. wir erbalten fiir TFi 
die gew6hnlicbe Differentialgleicbung 


(4) 

Ihr geniigt 
falls 


dr® 


dWx 

dr 


dr 


aWt. 


Fi = r% 
a (a + 1) = a 


ist. Da a eine beliebige Konstante bezeichnet, kbnnen wir 
sie durch die andere Konstante a ersetzen, d. h. (4) fol- 
gendermaBen schreiben: 


(4a) 


dr* 


dWi - 

dr 


dr 


«(«+!) TTi, 


and dieser Gleicliung geniigt sowohl r“, als r~i“+^>, ihr 
aUgemeines Integral ist daher 


(5) 


Tri=Ar“ + 


r“+i’ 


Wangerin, Theone des PotenHals H 


8 
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II. Die Potentialau%aben fur die Kugel. 


WQ Ji und A willkiirliche Konstante sind. Nun muB Tf , 
daher TTi fiir r = oo verschwinden, doch so, daB lim (r Wx) 
endlieh ist, daher muB entweder a > 0 und = 0 oder 
a<— 1 und -1 = 0 sein. Beide Falle unterseheiden sich 
nur in der Bezeichnung, d. h. es wird 

(5a) (“X^)- 


Zugleich geht (3) in 
(6) sin®^ 


d!sin^ 




r I ^ 


1 d'^Wz 
Ws dcp^ 


liber. Das ist eine Gleichung derselben Form, \vie sie 
schon friiher bei der Bestimmung der Form der allge- 
meinen Kugelfnnktionen behandelt ist [Gl. (17 a), S. 72J, 
nur dafi in (6) eine beliebige positive Konstante a auftritt, 
dort aber eine gauze Zabl ti. Wie dort, folgt zunSchst, 
daB Wz die Form haben muB 

(7) TTs = (7 cos (y j?) + C7' sin (y <p ) , 

wo y eine positive ganze Zahl oder Null ist, und daB Wi 
der Differentialgleichung der Zugeordneten geniigt, darin 
den Parameter n durch a ersetzt. Nun wissen wir, 
daB die Differentialgleichung der Zugeordneten, falls der 
Parameter n keine ganze Zahl ist, weder fiir r = 0 [vgl. 
S. 49], noch fiir v>0 [vgL S. 65, Zusatz] ein Integral 
besitzt, das gleichzeitig fiir cos ^ = 1 und cos — 1 
endlieh ist, und dafi ein Gleiches auoh stattfindet, wenn 
n zwar eine ganze Zahl, aber cv ist [vgl. S. 65]. Da W 
in dem betrachteten Raume iiberall endlieh sein soil, muB 
Wi dieselbe Eigenschaft haben, und das ist nur moglich, 
wenn fiir die bis dahin beliebige Konstante a eine ganze 
Zahl > y oder Null gesetzt wird. Auch bei Erfiillung dieser 
Forderungkommt von den beidenintegralen der Gleichung 
der Zugeordneten nur das Integral Pn v (cos d-) in Betracht, 
<1^ C«,v(cost 9') fiir cos^ = + l unendiich wird. Somit ist 
in (5a) 

(8) a = einer ganzen Zahl w > v oder = 0 , 
ferner ist 


(?) W2^BPn,v(00S&). 
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Unser Ansatz (2) ergibt denmach als einzige LSsung 
von (1), die diese Form hat nnd zugleich die sonstigen 
Eigenschaften des Potentials besitzt, 

(10) W—AB Pn^v (cos d) {C cos (r (p) + C' sin (v f ) } . 

Darin kann man ohne weiteres setzen, da ABCmir 

ebenso eine willkiirliche Konstante bezeichnet wie G allein. 
Solcher Losungen (10) von (1) gibt es nnendlioh viele, da 
fiir n eine beliebige positive ganze Zahl oder Null genommen 
werden kann, fiir v jede positive ganze Zahl <w. Da (1) 
eine lineare DifEerentialgleiehung ist, so gibt die Summe 
mehrerer partikularer LSsungen wieder eine Losung. Die 
allgemeinste Lbsung von (1), die alle charakteristischen 
Eigenschaften des Potentials besitzt, erhalt man daher, wenn 
man fiir n und v alle mbglichen positiven ganzen Zahlen 
(nur v<n) oder Null setzt und dann alle so erhaltenen 
partikuHren libsungen addiert. Bei der Summation kann 
man zuerst fiir ein festgehaltenes n nach v summieren, 
nachher nach w, oder auch zuerst bei festgehaltenen v 
nach n, nachher nach v. Das gibt, wenn man die Kon- 
8tanten(7,(7', die in jedem Sununanden andere sein kbnnen, 
noch durch Indizes untersoheidet: 

(11) (cos^) .• cos(v CVrSin (r ) 
fee 

oder 

F=Vcos(»¥>)2^P»,.(co35-)+28iii(i'(p)2^P„,v(co6;>j. 

1^0 n=v n=>v 

Im folgenden soil stets die erste Art der Summation, dL L 
die Formel (11) festgehalten werden. In dieser Formel 
ist die innere Summe nichts anderes als die allgemeine 
Kugelfunktion Wir sehen also, dafi fiir den 

Eaum auBerhalb der !nugel B die einzige Lbsung von (1), 
die alien Nebenbedingungen geniigt, 

(11a) 

ist. 




8 * 
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II Die PotentialaTifgalbeii fur die Kugel. 


b) Betracbten wir die Wirkung von Massen, die aufier- 
halb der Kugel R oder auf ihrer OberflSche liegen, auf 
Punkte innerhalb der Kugel, so gilt fast wdrtlich dasselbe 
wie in a), nur dafi bier r— 0, nicht aber = oo werden 
kann. Damit W auch fiir y = 0 endlich bleibt, muB bier 
in (5) a eine positive Zabl oder Null und Jl. = 0 sein. 
DaB a eine positive ganze Zahl >j/ oder Null sein muB, 
folgtj wie vorher, aus der Differentialgleichung fur TPs. 
So ergibt sieh fiir W der Wert 

( 12 ) . 


Zusatz. Die partikullbre Losung (die 

raumliohe Kugelfunktion) ist die allgemeinste homogene 
ganze Funktion «-ter Ordnung der rechtwinkligen Koordi- 
naten die der Laplaceschen Gleichung geniigt. 

Denn ist eine ganze homogene Funktion 

w-ter Ordntmg von cos , sin -9* cos ^ , sin 9 sin p (S. 74—75), 
daher eine ebensolche Funktion von rcos9, 
r sin 9 cos 9 ? , r sin 9 sin d. L von den rechtwinkligen 

Koordinaten x^y^js, AUe iibrigen partikulSren LSsungen 
der Laplaceschen Gleichung, die im Innenraum einer 
gegebenen Kugel endlich und stetig sind, sind homogene 
game Funktionen von hdherer oder niedriger Ordnung. 
Mithin ist r”Zn(9,^) die allgemeinste ganze homogene 
Funktion «-ter Ordnung von x,y^z, die der Laplaceschen 
Gleichung geniigt. 

c) Liegen die wirkenden Massen teils auBerhalb oder 
auf der Kugel JJ, teils innerhalb oder auf der konzent- 
rischen Kugel J?o (<C JB) , wahrend der Eaum zwischen den 
Kugeln jR und keine wirkenden Massen enthS.lt, und 
wird fur einen Punkt des letztgenannten Eaumes, d. h. fur 

JBo 

das Potential der wirkenden Massen gesucht, so kann r 
weder =0, noch =00 werden. Hier bleibt der allgemeine 
Ausdruck (5) fiir alle in Betracht kommenden r endlich ; 
nur muB a wieder eine ganze Zahl sein. In diesem Falle 
>vird daher 



Kap. 3. Andere Ableitung der Losung der Randwertaufgabe- 117 

(13) [r« + X\ id - , ^,)] , 

WO Z n ebenso wie Xn eine allgemeine Kugelf unktion w-ter 
Ordnung ist; nur haben in Xn die Konstanten andere 
Werte als in Xn- 

d) Um die in den Losungen auftretenden Kugel- 
funktionen, deren iede ja willkiirliche Konstante enthalt, 
zu bestimmen, mun in den Fallen a) und b) der Wert 
von W an der Kngel B gegeben sein. Diesen gegebenen 
Wert F(d'^(p) entwickle man nach Kugelfunktionen 

(14) ■w,=u=W=F{d,<p)==^Yn{d,,p). 

Aus (11a) folgt andererseits 

( 14 -) 

'o 

mi tbiTi mnB 

Xr,{d,<p) = B^^7A»,<p) 

und 

/ Tt \«+i 

(15) ^«=Z|(t) 

sein, wSbrend fiir denselben gegebenen Wert Tr=F(^,^) 

(16) n^.-2(^)”r.(^,y) 

0 

wird. Die Gleichung (15) enthalt die L5sung der ersten 
Eandwertaufgabe das Gebiet auBerhalb der Kugel 
By Gleicbung (16) die Losung fiir das Innere der Kugel, 
d. h. die Losung der Aufgabe, fiir das betreffende GeWet 
eine Funktion zu bestimmen, die alle oharakteristiscben 
Eigenschaften des Potentials fiir Punkte auBerhalb der 
wirkenden Masse besitzt, und die zugleich an der Grenze 
(am Rande) des Gebiets gegebene Werte (hier durch (14) 
gegeben) annimmt. 
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II. Die Potentialaufgaben fur die Kugel. 


Ziir Ldsung der Randwertaufgabe Mr das zwischen 
den konzentrisohen Kugeln R^Ito Hegende Gebiet rniissen 
die Werte von W an den beiden Kugelflachen gegeben 
sein: 


(14a) 


00 

( w)r^s , = ■ 


Andererseits folgt aus (13): 

( > 

^ +:e|h- p)] ■ 

Da zwei Entwieklungen- derselben Funktion nach Kugel- 
funktionen gliedweise iibereinstimnien rniissen, ist 


Bn (^ , ^) + ^ x„ (»,<p)= i „ (■9-,<p), 

■Bg Xn (^ , y) + X'n , <p) = Zn{d-, f). 

Setzt maa die aus diesen Gleichungen folgenden Werte 
von 2ii, Xn in (13) ein, so erhSlt man als LSsung der 
ersteh Eandwertaufgabe fttr den vorliegenden Fall 


(18) 


W 



fin+l B2»+i 




JRZn+l 


Eg«+i 


(fj 


JR2n+l — ^2n-M 

+ J?2»+l — JJ2»+lTO 




Zni&if) 


\ 

r 


Zus^menfassend sehen wir, daU in den genannten drei 
Gebieten TF dadurcb voUig bestimmt ist, daB TF der 
Laplaceschen Gleichung geniigt, innerhalb des Gebietes 
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nebst alien Ableitungen endlich und stetig ist, im Unend- 
lichen aber verschmndet, und daB endlich W an der oder 
den Grenzen des Gebiets gegebene Werte annimmt. 

e) Die eben entwickelten allgemeinen Formeln sollen 
auf folgende spezielle Falle angewandt werden. 

a) Im Innern einer Kugel vom Eadius JR sei ein 
fester Punkt P (der Pol) gegeben ; seine Polarkoordinaten 
seien ro, fo. Femer sei ^ der Abstand eines beliebigen 
Punktes der im Innern oder auf der Eugel 

liegtj von P. Gesucht wird eine Funktion G, die fiir alle 
Punkte A die charakteristischen Eigenschaften des Potentials 
von Punkten auBerbalb der wirkenden Masse besitzt, und 
die, wenn A in einen Punkt der Kugelflache B falll, wenn 

also r-=^B wird, den Wert — annimmt. 

1 / ^ 

— selbst besitzt die geforderten Eigenschaften nicht, 
^ 1 

da, wenn J. in P fallt, — unendlich wird, wahrend G fiir 

alle Punkte innerbalb der Kugel endlich sein soli. Bei 
der Bestimmung von G handelt es sich einfach um die 
Lbsung der Eandwertaufgabe f iir Innenpunkte. Nach (16) ist 


und die gegebenen Randwerte sind (14) P(^,^) = ir:4=r. 

A P 

Es ist also 


JJrocosyo 


WO 

cos yo = cos & cos + sin 5* sin cos (jp — <po) 
ist, mithin 

(19) in(^,^o) = ^^Pn(cosj'o) 
und weiter 

(20) ■ ^=f;^A(«>syo). 

n =*0 
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n. Die Potentialaufgaben fur die Kugel. 


Dies Resultat zeigt, dafi G sich nicht andert, wenn man 
mit vertauscht, dafi 0 also eine symme- 

trische Funktion der Koordinaten des Aufpunktes 
und des Pols (ro,^o,^o) ist. 

Die Summation in (20) kann nack der Grundformel 

(1), S. 9 ansgeftihrt werden, wenn man den Faktor ^ 


vor das Siimm^nzeiclien nimmt, so dafi 

R 



wild. Das Resultat laBt eine ein- 
fache geometrische Deutung zii. 
Sucht man auf dem Kugebadius 
OP denjenigen Punkt Pi, dessen 
I? Abstand vom Mittelpunkte 0 den 
Vert 

R^ 

ri = — 

^0 

hat, so ist die Quadratwurzel auf der rechten Seite von 
(20a) der Abstand des Punktes Air^&^(p) von Pi, dem 
reziproken (oder auch konjugierten) Punkte von P. Be- 
zeichnen wir A Pi mit ^i, so ist demnaoh 

(20b) 

DaB Q wirklich alle verlangten Eigenschaften hat, 

ist aus (20 b) ieicht zu erkennen, Dann — ist das Po- 

tential eines llassenpunktes auBerhalb der Kugel, besitzt 
daher fiir alle Punkte A iunerhalb der Kugel die charak- 
teristischen Eigeusehaften des Potentials und fiir r = P 

wird ^ = — • p , 
ro 

fi) Die analoge Aufgabe fiir den AuBenraum der 
E!ugel E fiihrt zu einer analogen Losung, Liegt der 




Kap. 3. Andere Ableitung der Losung der Randwertaufgabe. 121 

Pol P (ro , ^0 , po) auBerhalb der Kugel JR(ro>E) und 
sucht man fiir den AuBenraum der Kugel Funktion 
die die oharakteristisclien 
Eigensohaften des Potentials (von 
Punkten auJBerhalb der Masse) 
besitzt, und die fiir Punkte der 

Kugelflacbe selbst wird, so 

ist diese 

( 21 ) GW = ^-r-, 

' ro^ Q 

wo den Abstand des aufieren Punktes A von dem 
inneren Punkte Pi bezeichnet, der mit P auf demselben 
Radius liegt, und dessen Abstand vom Mittelpunkte 0 

m 

ri=fc — 

To 

ist. 

y) Die Bestimmung von O fiir den Raum zwischen 
den konzentrischen Kugeln wobei der Pol P eben- 

falls zwischen diesen Kugeln liegt, also 

B > To > Bo 

ist, ergibt sioh aus (18), da G sowohl fiir r = B als fiir 

^=^Bo gleich werden muB: 

^ PA 

(22) g-|; 

Zusatz. Kehren wir zu dem ersten Fall zuriick, in 
dem der Pol P im Innenraum lag, und suchen fiir den 
AuBenraum die Funktion W, die an der KugeW^che B 

denselben Wert wie O annimmt, so ist sie Qa ^i^n 
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Abstand eines auBeren Punktes von dem im Innern ge- 
legenen Pol P bezeichnet. Denn — geniigt alien Be* 

Qct 

dingungen, denen W zu geniigen hat, und W ist durch 
diese Bedingungen und die Eandwerte eindeutig bestimmt. 
Eine Funktion, die innerhalb der Kugel JR den durch 

(20b) bestinamten Wert (?, auBerhalb den Wert — hat, 

Q(t 

besitzt alle charakteristischen Eigenschaften des Flachen- 
potentials. Um diese Potentialwerte zu erhalten, muB man 
die Kugel mit Masse von der Dichtigkeit 


(23) 


z 


^lim 


Qa 

dr 


dr 


belegen Die Gesamtmasse der Kugelflache ist dabei = 1. 

Die Ausfiihrung der Rechnung ergibt, wenn man ftir 
G die Reihe (20) nimmt, ans der ja (20b) abgeleitet ist, 

femer fiir 

1 : = 1 : ]/ r^ + ro — 2rro cosyo 


die Reihe, die aus der Entwicklung nach Kugelfunktionen 
fur ro<r folgt, 


(23a) 


z 


1 '^ (2n~{-l)r» 


Pn (cos /o) 


Oder, wenn man 'die Summation mittels der S. 103 abge- 
leiteten Hilfsformel ausfiihrt, 


(23b) 




(24) 


4 iJ y(iJ* + ro — 2 Btq cos ^o)® 
Die Funktion 

1 


®==G~-, 

9 


in der ^ den Abstand eines iimeren Punktes von dem 
ebenfaJls im Innem gelegenen Pol bezeichnet, O den Aus- 
druck (20b\ heifit die Greensche Funktion fiir den Innen- 
raum der Kugel Sie hat fiir alle inneren Punkte die 
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charakteristischen Eigenschaften des Potentials, auBer im 
Pol P, wo sie unendlich wird, imd sie verschwindet fiir 
Punkte der Kugelflache selbst. @ andert seinen Wert 
nicht, wenn man und miteinander ver- 

tauscht. Die durch (23) oder (23b) bestimmte Dicbtigkeit 
'/ heiBt die Dicbtigkeit der Green sohen Belegnng. — 
Analog ist die Greensehe Fnnktion fiir den AiSenranm 
der Kngel 

(25) 

wo 6 ?^®^ den Ausdruck (21), q' den Abstand eines beliebigen 
iiuBeren Punktes von dem Pol (^ 0 ,^ 0 5 ^ 00 ), [ro>E], be- 
zeicbnet. 


Kapitel 4. 


Die zweite Bandwertanfgabe fiir die Engel. 


Zur Bestimmung der in den allgemeinen Gleicbnngen 
(11 a), (12) und (13) des vorigen Kapitels auftretenden 
Kugelfunktionen kSnnen statt der Werte, die W an den 
begrenzenden Kugelflachen annimmt, auch die Werte ge- 
geben sein, die der Differentialquotient von W naoh der 
Normale an jenen Kugelflachen annimmt. Die Ermittelung 
von W aus dieser Bedingimg nennt man die zweite 
Randwertaufgabe. Bei ihrerLdsiing ergibt sich zwischen 
clem Aufien- und Lmenraum ein Unterschied. 

a) Anfienraum. Es wird eine Fnnktion W gesucht, 
die in demEaume aufierhalb derKugel E derLaplacescben 
Gleichimg und alien Stetigkeitsbedingungen des Potentials 
geniigt, nnd deren Ableitung nach der SLuBeren Normale 
des Eaumes an der Engel E gleicb einer gegebenen Funk- 
tion F{d-,<p) ist 

Nacb Gleichung ( 11 a) des vorigen Xapitels hat W 
die Form 

( 1 ) 

nSo 

daher 


(la) 


sw^ 


00 



w + 1 

j.n+2 




dr 
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H Die Potentialatifgaben for die Sugel. 


Nvm hat an der Kugel B die Sufiere Normale des be- 
trachteten Gebiets die Richtung der abnehmenden r. Die 
Ableitung von IV nach der SuBeren Normale des Gebiets 
ist also an der Kugelflache B 


(lb) 


fdWa\ ^n + 1 

\3r)r=R 


Ajj (•5’ , jp) . 


Die Ableitung soli den Wert F{3-,<p) haben, der, nach 
Kugelfnnktionen entwickelt, 


(2) 

sei. 


Dann mnfi 


PtH-S 


sein, und als Eesultat ergibt sieh 
(3) (?)'"■* 


b) Innenraum. Hier mu6 man, wenn F eine be- 
liebig gegebene runktion sein soil, die Eandbedingung 
dahin modifizieren, dafi die Ableitung von W nach der 
SuiJeren Normals des Gebiets (die hier die Eiohtung der 
zunehmenden r hat) sich an der Kugel B von einer ge- 
gebenen Funktion F{&^(^ um eine (noch zu bestimmende) 
Konstante C unterscheidet. Nach Gleichung (12) des 
vorigen Kapitels hat hier W die Form 

00 

(4) TF’,=^r’*X„(^,p), 

daher 

(denn das GKed fiir « = 0 verschmndet beim Differenti- 
ieren). Ist auch hier F('^,^), nach Kugelfunktionen ent- 



Kap.4. Die zweite Randwertaufgabe fur die Kugel. 125 


w'ickelt, durch die Reihe (2) dargestellt, so ist die Eand- 
bedingung 

Aus (4a) imd (5) folgt fur n>^ 

( 6 ) = («> 0 ), 

wSLhrend fur ^^=0 

(6a) 0 = C+Yo{&,(p) 

wird. Damit ist C bestimmt. Dagegen ergibt sich fiir das 
konstante Glied Xo von (4) iiberhaupt keine Bedingung, 
Xo bleibt vSUig willkiirlicb. Mithin wird bier 

(7) Xo + (^’9’)- 

Ebenso laBt sicb die zweite Eandwertaufgabe fiir den 
von zwei konzentrisoben Kugeln begrenzten Raum be- 
bandeln. Hier ist die Randbedingung an einer der beiden 
Eugeln die gleicbe wie b), an der andem die gleiche wie in a). 

c) Driickt man die Kugelfnnktionen durcb die ge- 
gebene Punktion selbst aus: 

JE 2-»r 

(8) r „ f f F(^,pi)Pn(cos y)sm^ d^i dfi, 

Q 0 

SO wird 


(9) Wa = 

7 t 2je 

(F(3-x,<pi)Bmd-i.dd'i.dfi- 


|2»+l/2?\'‘+^ 


^(ffACoos,), 


(10) Tfi=Xo + 

1 F{&t, P« (cosy) . 
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II. Die Potentialaufgaben fur die Kugel 


Die hier auftreteuden Siimmationen lassen sicli aus- 
fiiliren, Wenn man nUmlicli die Gleichung * 


2 a" (cosy) (a<l) 


y 1 — 2 a COS y + «* 

nach a integriert und die Integrationskonstante so bestimmt, 
dafi das Integral fiir a = 0 verschwindet, so erhalt man 


(11) f - — ■ r ^=l0g(' 
] Vl-2«co8y+a® ^ 


a — cosy + yi—Sgccos^ +g*^"^ 
1 — cos y / 


und 

(lla) 


= g_P,(cosy) 




2n + l 
n-\-l 




2o 


yi — 2 a cosy + a- 

, / g — cos y 4- y 1 ~ 2 g cos y + 

1 — cosy / 


Zur Ausfiiiiriing der Summation in (10) gebraucht 
man die Hilfsformel 


w c 

S' 

n=l 


2 4“ 1 


g^Pn (cosy) 


y 1 — 2 g cos y 4- 


2 + r^r-_=L=-ii 

g* J ^ Lyi— 2gcosy+a- J 


- - =-2+ log/ ^ — ] 

yi— 2 gcosy 4-g® \1 — a cos y + y 1 — 2 g cos y -f wv 


Durch Anwendung von (lla) auf (9) und von (12) auf 
(10) ergeben sich fiir Wa und Wi Integraldarstellungen 
in gescSlossener Form, die den Poissonschen Integralen 
bei der ersten Eandwertau%abe [GL (11) und (lla), S, 103] 
analog sind. 
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d) Es sollen die allgemeiiLeii Formeln auf folgende 
spezielle Falle angewandt werden. 

a) Es sei W fiir den AuBenraum der Kugel R zu 
bestimmen, wahrend 


/ 

F{d-,<p) = — 

v 








ist, wo Q den Abstand eines beliebigen Punktes von einein 
festen, auBerhalb der Kugel gelegenen Punkte P (dem Pol) 
bezeichnet; and es soil W in diesem Falle mit 0^^^ be- 
zeichnet werden. 

Hier ist, wenn ro den Abstand des Poles vom Mittel- 
punkt bezeichnet, cos^^o denselben Wert wie S. 119 hac, 




1 


somit 

und 

(13) 


1/r® + r§^^^2rrocos^ 

Sr Jr=S. 

!' -7======L======== 

y 2J® + ro — 2 Rro cos;'© 


BE 


S 

"BE 


r® T 

[:S;:|+r ?.(«“»*)] 




=-2 -P^Coosyo), 




e“>— 


Mittels der BElfsgleichung (11) ergibt sich aus (13) fiir 
die endlicbe Form 
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n. Die Fotentialaiiigaben fur die Kugel. 


3 a) 


Qia) ^ 

y JJ* + rS y®— 2 M^rorcos yo 

1 ^ r — ro r COS yo + y jS* + ^0 ^ rp r cos / 

^ L ro r (1 — cos yo) 


(Das Argument des Logarithmus bleibt aucb fiir cos yo = 1 
endlich ) 

Bezeichnet q' den Abstand eines beliebigen auJ5eren 
Punktes {r,d-^ip) von dem ebenfalls auBerhalb gelegenen 
Pole so nennt man die Punktion 

(14) = 

die zweite Greensche Punktion fiir den Aufienraum 
der Kugel. Sie hat fiir die aufieren Punkte die Eigen- 
schaften des Potentials mit Ausnahme des Pols, in dem 
sie unendlich wd. An der Kugel selbst ist ihre normale 
Ableitung =0. 

/?) Sucht man entsprechend fiir den Innenraum der 
Kugel die Punktion fiir die 





1 


r® -f r 0 — 2 r ro cos yo) 


dr 




+ c 

B 


ist, yio ro,'d'Qj<p {ro<B) die Polarkoordinaten des Poles 
sind, und bezeichnet diese spezielle Punktion mit so 
er^bt sich 


(15) 




E 

y + r® r 0 — 2 JS® r ro cos yo 


1 1 ^ 0 . iJ®— r ro cos yo + yU*+r* ro — 2 i?® r ro cos yo 


worm Xo eine "willktirliche Konstante bezeiehnet, wabrend 
die obige Eonstaate C den Wert i bat. Die zweite 
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Greensche Funktion fiir den Innenraum der Kugel 
ist dann 

(16) 

Q 

WO p den Abstand eines beliebigen inneren Punktes von 
dem (ebenfalls im Inneren gelegenen) Pol ist. 


Kapitel 5. 

Die ElektrlzitS.tsyerteUiiiig anf einer leitenden Engel 
Oder Engelschale. 


a) Grundlage der Untersuchung. 


DieTheorie der elektrischen Verteilnng, deren Grund- 
ziige zTierst von Poisson 1811 entwickelt sind [Bd. XTI 
der M^moires der Pariser Akademie], geht von der 
VorsteUung aus, daJB es zwei elektnsche Flnida gibt. 
Gleichartige elektriscbe Massen stofien einander ab, un- 
gleichartige ziehen sioh an. Anziehnng wie AbstoBimg er- 
folgen fiir pnnktf Srmige Massen umgekehrt proportional dem 
Quadrat der Entfernimg und direkt proportional den wirken- 
den Massen (Coulombsches Gesetz). Beide Wirkungen, An- 
ziehung und AbstoBung, kann man durch dieselbe Formel 
darstellen, wenn man die Massen nioht absolnt nimmt, 
sondem den Massen der einen Art (und damit ibrer 
Dichtigkeit) das positive, denen der andem Art das nega- 
tive Vorzeichen gibt. Die Wirkung, welcke die punlt- 
fSrmi^e Masse m von der punktfiinnigen Masse /i erfahrt, 
hat die (T-Komponente 


( 1 ) 


X 




wenn die Koordinaten von die von m 

sind, p die Entfemung beider Massen, f ein von dem MaB 
der ]&aft abh^ngiger Faktor. Haben m und (,1 gleiche 
Vorzeichen, so stellt (1) die ir-Komponente einer abstofien- 
den, bei ungleichen Zeichen von m und {.i die ay-Komponente 
einer anziehenden Kraft dar, Wie in Bd. I (Abs<3mitt I, 

Wangerin, Theorie dea Potentials IL 9 
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n. Die Potentialaufgaben fur die Kugel. 


Kap. 3) kann man die drei Kraftkomponenten durch das 
Potential V darstellerij und zwar ist hier 


(^) 


X=- 


S 7 fntfj, 
0 


Pemer kann man von punktformigen Massen ganz wie 
im Abschnitt I (Kap. 1 nnd 3) zu Massen iibergehen, die 
im Eaume oder au£ Flachen vertedt sind. 

In bezug anf das elektrische Verhalten verschiedener 
Korper unterscheidet man Leiter nnd Hiobtleiter. Die 
ersteren pflanzen den elektrischen Zustand sehr schnell 
Tind mit groBer Leicbtigkeit fort, die Niohtleiter gestatten 
diese Fortpflanzung nur in geringem Grade, Die Unter- 
snchung der ElektrizitStsverteilnng beziekt sicb nur anf 
Leiter, die isoliert aufgestellt oder mit der Erde leitend 
verbunden sind. Weiter nimmt man an, daB im natiirlichen 
(nnelektrischen) Zustande die beiden elektrischen Fluida 
sich so durcbdringen, daB in jedem Massenelemeut des 
Leiters gleichviel positive nnd negative Elektrizitat vor- 
handen ist, nnd zwar in jedem Element in nnbegrenzter 
Menge. Beide Fluida nentralisieren einander dann derart, 
daB ein solcher ESrper keine elektrische Wirkung aus- 
iibt. Dieser neutrale Zustand wird aufgehoben: 1. durch 
Mitteilung freier Elektrizitat. Wird dem nentralen Korper 
ein UberschuB der einen Elektrizitat mitgeteUt, so vdrkt 
diese auf jedes Volumenelement dv des Leiters. Die der 
mitgeteilten gleichartige Elektrizitat von dv wird abge- 
stoBen, die ungleicbartige angezogen. Die mitgeteUte 
Elektrizitat iibt also eine Scheidekraft auf die neutrale 
Elektrizitat aus; die dadurch entstandene freie Elektrizitat 
kann sich auf dem Leiter ohne Widerstand verbreiten, und 
diese Wirknng dauert an, bis nach sebr knrzer Zeit die mit- 
geteilte Ladung und die freigewordenen elektrischen Massen 
sich so verteilt haben, daB auf kein Volumenelement dv 
des Leiters eine anziehende oder abstoBende Wirkung aus- 
geiibt wird, bis also elektrisches Gleicbgewicht eingetreten 
ist. 2, Ohne dafi dem Leiter freie Elektrizitat mitgeteilt 
ist, wird eine Scheidekraft auf die in dem Element dv 
vorhandene neutrale Elektrizitat auch schon ausgeiibt, wenn 
dem unelektrischen Leiter eine elektrische Masse (ein 
elektribcher Korper) genahert wird. Man bezeichnet diese 
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Art von Entstehung der Elektrizitat als Inflaenz. Burch 
Influenz entsteht stets gleichviel positive und negative 
Elektrizitat, da vor und nach. der Injduenz jedes Volumen- 
elenaent nur neutrale Elektrizitat, d. h. gleichviel positive 
und negative besafi. 3. Es kann dem Leiter freie Elektri- 
zitat mitgeteilt sein und auBerdem eine aufiere elektrisohe 
Masse influenzierend auf ihn wirken. In alien Fallen soil 
untersucht werden, wie sich die dem Leiter mitgeteilte 
oder die in ihm durch Influenz entstandene Elektrizitat 
nach Eintritt des elektrischen Gleichgewichts verteilt. Der 
Leiter kann entweder isoliert aufgestellt oder mit der 
Erde leitend verbunden sein. 

Die Aufgabe lafit sich dahin erweitern, dafl mehrere 
voneinander isolierte Leiter gegeben sind, denen beliebige 
elektrische Ladungen mitgeteilt sind, und auf welche auBer- 
dem gegebene aufiere elektrische Krafte wirken. Zu imter- 
suchen ist, wie sich bei der hier neu hinzukommenden 
gegenseitigen Ein-wirkung der Leiter aufeinander die Elek- 
trizitat auf den einzelnen verteilt, 

A us den vorstehenden Grundvorstellungen ergibt sich 
nun folgende allgemeine EigenscLaft der Anordnung der 
Elektrizitat auf Leitem: Alle freie Elektrizitat kann 
sich nur auf der OberflSche der Leiter befinden, 
nicht in ihrem Innem. Denn im Gleiohgewichtszustande 
muB die Verteilung der Elektrizitat eine solehe sein, dafi 
fiir alle Punkte A im Innem eines Letters die Wirkungen 
aller vorhandenen Anziehungen und AbstoBungen sich auf- 
heben; sonst 'wiirde eine weitere Scheidung der neutralen 
Elektrizitat stattfinden, es ware also kein elektrisohes 
Gleichgewicht vorhanden. Es miissen also in jedem inneren 
Punkte A die Komponenten X,Y,Z der gesamten wir- 
kenden Kraft verschwinden. Da dies fiir alle inneren 
Punkte stattfinden muB, miissen auch die Ableitungen von 
XyTfZ nach den Koordinaten von A verschwinden, ins- 
besondere muB daher 


( 3 ) 


ex ST dz 

d S 0 


-0 


sein, da schon die einzelnen Summanden verschwinden. 

9 * 
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II. Die Potentialaiilgabeji fur die Kugel. 


Da naoh (2l X= — ^, so ist -^ = — usw., so dafi 
^ ^ 8v a c o X- 

Gleichang (3) lautet: 


(3a) 


S^V , o'-V 

dx^'^ cy''-'^ dir-~^‘ 


Daraus foigt, dafi in dem bei A liegenden Volumenelement 
keine freie Elektrizitat vorbanden sein kannj denn ware 
solche 7 orhanden, wiirde also A innerhalb der wirkenden 
Masse liegen, so wiirde nioht die Laplacesche Gleiohnng 
gelten, sondern die Poissonsche 


d^V 


{f und m = 1 genommen) ; d. h. es wiirde die Bedingung 
des elektrischen Gleicbgewichtes dort nicht erfiillt sein. 
Diese Bedingung erfordert mithin, daB iiberall im Innern 
des Leiters i‘ = 0, d. h. daB wirkende Masse nur auf der 
OberfilLche des Leiters verteilt ist. 

Ist nun eine beliebige Anzahl von isoliert aufgestellten 
Leitern gegeben, so muB sich nach dem Gesagten die 
Elektrizitat auf den Obei'flachen der einzelnen so verteilen, 
dafi die Summe der Potentiale, die von diesen Oberflacben- 
belegungen und von den etwa auBerdem auf die einzelnen 
K(5rper wirkenden (gegebenen) elektriscben KrStften ber- 
riihren, im Innern eines jeden einzebien Leiters konstant 
ist. Der konstante Wert der Potentialsumme kann in 
jedem K^rper ein anderer sein. Aus diesen Bedingungen 
die Art der elektriscben ’Verteilung zu bestimmen, ist die 
Aufgabe der Elektrostatik. 

Eiir einige einfacbe Palle erhalt man die Losung der 
Aufgabe unmittelbar aus bekannten Satzen der Potential- 
theorie. 

Wird einer isobert aufgestellten leitenden Kugel eine 
elektrische Ladung mitgeteilt, obne daB sonstige elektrische 
Krafte auf die Kugel wirken, so verteilt sicb die Ladung 
auf der Kugelflacbe mit gleichformiger Dicbtigkeit. Denn 
nach dem Satze Bd. I, S. 23 iibt eine derartig geladene 
Kugel auf einen im Innern gelegenen Massenpunkt keine 
Wirkung aus. 
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Die Dichtigkeit, mit der sicli eine elektrische Ladung 
aul einem leitendeiij isoliert au^'estellten Ellipsoid ver- 
teilt, auf das keine ^ufieren Krafte wirken, ergibt sick aus 
Bd. I, S. 234 [Formel (30)], da bei dieser Dichtigkeit der 
Oberfldcbenbelegung das Potential fur innere Punkte eineu 
konstanten Wert besitzt. 

Zusatz. Sind nieht alle Leiter isoliert aiifgestellt, 
sondern ist einer derselben L mit der Erde leitend ver- 
bunden, so bilden L und die Erde zusammen einen einzigen 
leiteuden Kdrper. Im Palle des elektriscben Gleichge- 
wichts muB die Summe der Potentiate aller wirkenden 
Krafte innerbalb des ganzen Leiters konstant sein, d. h. 
die Summe muB innerbalb Jj denselben Wert haben wie 
innerbalb der Erde. Nun lehrt die Erfahrung, daB durch 
die leitende Verbindung von L mit der Erde der elek- 
trische Zuatand der letztereii nicbt geSndert wird. War 
die Erde vorher unelektriscb, so ist sie es auch nachher. 
Das Potential eines vSllig unelektrischen Leiters aber ist, 
da an seiner Oberliache keine Elektrizitat vorhanden oder, 
was dasselbe, da die Dichtigkeit der Elektrizitat liberal] 
= 0 ist, ebenfalls =0. Ist die Erde dauemd unelektrisch, 
dauernd im naturlichen Zustande (was allerdings nicbt 
ganz streng, aber mit groBer AnnSberung zutrifft), so ist 
ihr Potential stets gleich Null. Hiemacb muB also auch 
die konstante Summe der Potentiate aller wirkenden elek- 
triscben Massen innerbalb eines zur Erde abgeleiteten 
Leiters den Wert Null haben. 

b) Elektrizitatsverteilung auf einer leitenden 
Kugel. 

L Einer isoliert aufgestellten leitenden Vollkugel vom 
Eadius B sei ein gewisses Quantum M freier Elektrizitlit 
mitgeteilt, und auBerdem mbge die Kugel unter der Wir- 
kung gegebener elektrisobcr Krafte stehen. die auBerbalb 
der Kugel ihren Sitz haben. Wie verteilt sicb die mit- 
geteilte freie, resp. die durch Influenz entstehende Elek- 
trizitat auf der Kugeloberflache? 

Das Potential der gegebenen elektrischen Ea-afte hat, 
da sie von Massen anfierhalb der Kugel, deren Eadius E 
sei, herrtlhren, nach Gleichung (16), S. 117 die Eonn: 
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II. Die Potentialanfgaben ftir die Kngel. 


( 4 ) 



; 


Tind darin sind alle Kugelfunktionen Z gegeben. Ferner 
sei die unbekannte Diohtigkeit, mit der sick die freie 
Elektrizitat auf der Eugel verteilt, 

(5) X = ‘ 

ft 

Das Potential dieser Oberflachenschicht ist nach Gleichung 
(4b), S. 98 fiir innere Punkte 

Das Potential der Gesamtwirkang, die auf einen Punkt im 
Innern der Kngel ausgeiibt wird, muB konstant sein, d. h. 

(7) ?7+r=(7. 

In 17+ F miissen daher die Koeffizienten der einzelnen 
Potenzen von mit Ausnahme des Koeffizienten von r®, 
versckwinden, rl.h. es miiB 

(8) = 0 m>0) 

sein, wSkrend fiir »==() 

(8a) 47zJtXo-rZo = C 

ist. Durch (8) sind alle ffn bestimmt auBer jKo, das un- 
bestinnnt bleibt, da fiber den Wert von C im voraus nichts 
bekannt ist. Aber naeh (5 b), S. 99 ist 

(9) — =4;rJJio, 

da JK die Masse der der Kngel mitgeteilten Elektrizitat 
ist. Denn diese Masse ist bei der isoliert anfgestellten 
Kngel unverfinderlieh, weil durcb Influenz gleichviel posi- 
tive und negative Elektrizitfit entsteht, mithin die Gesamt- 
masse der allein durch Inflnenz entstehenden Elektrizitat 
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= 0 ist. Nach alledem ergibt sich fiir die gesuchte Dich- 
tigkeit das Resultat: 

M i 00 

Die Dichtigkeit x, die von Zo unabhangig ist, bestelit 
aus zwei Teilen, x = x'+z". Der erste Teil y/=if:4;rJB^ 
wiirde sich ergeben, wenn alle Z fiir n>0 verschwinden 
wiirden, d, h. wenn keine S-uBeren Krafte aiif die Kugel 
einwirkten. Denn da Zo von S ' , ^ unabhangig ist, wiirden, 
auch wenn Zo nicht =0 ware, die drel Komponenten 
<9 TJ S TJ B TJ ^ 

samtlich =0 werden, Der zweile Teil x' von 

oxdy^ 

X wiirde sich fiir ergeben; dieser Teil riihrt somit 

nur von der infliienzierenden Wirkung der atiBeren Krafte 
hen X selbst entsteht dureh Superposition der beiden 
Schichten, deren eine ohne Einwirkung auBerer Biafte, 
deren andere ohne Mitteilung freier Elektrizitat entstehen 
wiirde. 

Bemerkung 1. Das Resultat hatte sich auch er- 
geben, wenn nur gefordert ware, daB O' 4- F an der ganzen 
Oberflache der Kugel einen konstanten Wert hat (vgl. 
S. 112, Znsatz 2), 

Bemerkung 2. Statt der obigen hatte auch folgende 
andere Argumentation zum Ziele gefiihrt. Das Potential 
der Oberflachenschicht, deren Dichtigkeit zu bestimmen ist, 
ist nach (7) fiir inn ere Punkte 

(«) F,. = C- 

daher fiir Punkte der Kugelflache 

(/?) 

Aus dem Werte an der OberflSche aber folgt der Wert 
von V fiir SuBere Punkte aus Gleichung (15), S. 117 ; er ist 

7 ? “ / 


(y) 
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Da nun F? und clurch eine Flachenbelegung der Kugel 
mit Masse von der Dichtigkeit 7 , entstehen, so ist wegen 
der allgemeinen Eigenschaften des Elachenpotentials 


(<J) 




-4;rx. 


Die Ausfuhrung der Rechnung ergibt ebenfalls die 
Gleichung (10), wenn man nooli beachtet, das lim (r F^)=M, 
d.h. ist. 

II. Die Aufgabe I werde dabin modifiziert, daJ3 die 
Kugel nicbt isoliert au^estellt, sondern mit der Erde 
ieitend verbunden ist. 

In diesem Ealle ist nacliS 183, Zusatz, C=0 zu setzen. 
Daher tritt an Stelle der Gleichung (8 a) die andere 

(8 b) 4;rRJso-i-^o = 0. 

Im iibrigen bleiben die Resultate ungeandert, so dafi jetzt 
die Dichtigkeit der freien ElektrizitSlt 

1 ® 

(lOa) y. = —^^^(2n + l)Zn{d-i,<pi.) 


■wil’d. Die Gesamtmasse der auf der Kugeloberflache ver- 
teilten Elektrizhat ist hier 


( 11 ) f f y.Sr-s.md-id-d'td^=-ZoR, 

i 6 

gleichgCiltig, welche Menge 31 freier Elektrizit’at der Kugel 
mitgeteilt ist. 


Auwendung. Elektrizitatsverteiiung auf einer 
leitenden Kugel unter Einwirkung eines auBeren 
elektrischen Massenpunktes. 

Die elektrischen Krafte, die auf die Kugel einwirken, 
mogen herriihren von einem elektrischen Massenpunkt A, 
dessen Masse = // , und dessen Abstand vom Mittelpunkte 
0 der Kugel ==c ist. Wird die Linie OA zur Achse der 
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rSumliclien Polarkoordinaten genommen, so ist das Potential 
der gegebenen SLufieren Krafte 

(12) TJ^ 

y r* + C“ -- 2 r c cos & 

Piir Punkte innerhalb der Kugel ist r<cltf dagegen ist 
^ ) also rc^c, Entwiokelt man U nach Kiigelfunktionen^ 

so ist fiir Punkte im Innern der Kugel 

(^2^) ^ Pn (cos , 

d.h. hier ist 

(13) = 

Daher wird nach (10), wenn die Kugel isoliert aiifgestellt 
und ihr die Masse M freier Elektrizitat mitgeteilt ist, die 
Dichtigkeit der elektrischen Oberflachenschiciit 


(14) K = 


M 




4 
Da 


fi=l 


g(2 »+l) (|)V„(cos &i) = (COS 


ist, so laiJt sich die Summation in (14) ausfiihren [vgl. die 
Formel (10 b), S. 103] und ergibt 

(15) x = -^ + -(^L_4i - 

1 ^ djrUS 4;rJJc\ ]/(c®+ J?co8^)® 

Um die Wii*kung des influenzierenden Massenpunktes zu 
erkennen, nehmen wir in (15) JM—O, d, h. wir betraohten 
den Fall, daB der Kugel keine freie Elektrizitat mitgeteilt 
ist. Dann ist die die Dichtigkeit 


(I5I) x'^= 


47r2Jc 





1 ( 

)/(c®+B*-2cBcos^)*J 

[ iTtSc^ 
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wo ^ den Abstand eines 



beliebigen Punktes P der Kugel* 
flache von dem Punkte A be- 
zeichnet, ^=J.Tdie Lange der 
von A an die Kugel gelegten 
Tangenten, wahrend, wie schon 
angegeben, c^OA ist Aus (15^ 
fol^: 


ftir '5’i=0, (L i. im Punkte P, 


ist k" = 




4 7riJ c 


u _ c(o+m 
[ io~m' 


fiir 

ist 5t"=: 


(L i. im Punkte 
43rJJc\ (c+iZ)T 


fCir = cl.L in einem Punkte (7 des groBten Kugelkreises, 

der auf BJff senkreeht stebt ist k"= 1 — 4====1> 

i7rBc\ 

B 

fiir coS'5’i= — , d. h, in einem Punkte T des Beriibrtmgs- 

kreises des von A an die Kugel gelegten Tangential- 

kegels; ist jc''= - I ^ ?===1 • 

® ' 4:7tBc\ 


InPundThat x" das entgegengesetzte Vorzeichen von 
ftj in G und P' das gleicbe; db. auf der A zugewandten 
Seite der Kugel sammelt sieh von der durch Influenz ent- 
stehenden ElektrizitSt die zu ungleicbartige, auf der ab- 
gewandten Seite die zu ij. gleichartige KlektrizitMt. Fiir 
die Grenze beider, die durch einen zwischen den Kreisen 
TP und 00^ liegenden Parallelkreis zu beiden gebildet 
wird, gilt die Gleichung 


(16) 


Oder oos^i 


2cB 


Lie Gesamtmasse der durch die Influenz entstehenden 
gleichartigen ElektrizitSt ist 

3t 2n 

Mi=f j yi" R^svo.d‘xdd^d(pt, 


(17) 
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d. i. naclL Ausfiilirung der Integration 
(17 a) = + 

Das Potential der auf der Kugel allein durch Influenz ent- 
stehenden Elektrizitat ist nach (4 b) resp. (4 a), S.98 

fiir innere Pnnkte (18) ^n(cos &)=- — U, 

n=l ® 




ftirauBerePunkte (18i) Va= — ■“ y«+i 


It 
^‘7 


B 

^■7 




.2r—eoad- 
e 

Die Wurzel in Va ist der Abstand des Punktes (^,^,^) 
von dem Punkte Ai, der mit A auf demselben Eadius 

2J2 

liegt, und dessen Abstand von 0 = — ist, Va ist daher 

c 

die Summe der Potentiale zweier Massenpunkte, d,h. die 
durch Influenz auf der Kugel entstehende Elektrizitat wirkt 
auf Punkte auBerhaJb der Kugel so wie zwei Massen- 
punkte, deren einer in 0, deren anderer in Ai liegt, und 

zwarist die Masse des ersteren u — , diedes zweiten— n— , 

c c 

Punkte 


ist 


— Der konstante Wert von U+V fiLr innere 
e 

II, Ist die Kugel nicht isoliert aufgestellt, sondem 
leitend mit der Erde verbunden, so ist die Dichtigkeit der 
elektrischen Ladung der Kugel nach (10 a) 


_ /u e (c^— B^) 

4;ri?cV(cH2J®-2cEcos^“4;r2ie*’ 

WO ^ und t dieselbe Bedeutung wie vorher haben, Hier 
ist dso die auf der Kugel verteilte Elektrizitat iiberall 
mit iw ungleichartig, die gleichartige Elektrizitat ist ganz 
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zur Erde abgeleitet. Die Gesamtmasse der elektrischen 
LaduDg der Kugel ist naoh (11) 

(lla) Jf = -uy. 

Das Potential dieser Masse ist nacli (4 b} mid (4 a), S. 98, 
Mr innere Punkte (18a) — — S -d*) = — t' , 

C n~c\ ^ / 

00 

fiir ’auBere Punkte (18b) S (cos &) 

B 1 

~ ^ ^ i/ W ' 

d. h. die Wirkung der Kugelladung allein aiif auBere Punkte 
ist gleich der eines in Ai liegenden Massenpunktes mit der 

Masse ’—it — , 
c 

c) Elektrizitatsverteilung auf einer von zwei 
konzentrischen Kugeln begrenzten Schale. 

1. Die wirkenden auBeren Krafte haben ihren 
Sitz ina AuBenraum. 

B und Bo seien die Eadien der konzen- 

trischen Kugeln, die die leitende, isoliert aufgestellte 
Schale begrenzen. Fiir das Potential U der gegebenen 
Sufieren Krafte gilt, da sie auBerhalb der Kugel B liegen, 
wieder die Gleichung (4), S. 134. Die durch Influenz ent- 
stehende und die der Schale mitgeteilte freie Elektrizitat 
konnte auf beiden Grenzflachen der Schale verteilt sein. 
Es sei ihre Dicfatigkeit auf der Kugel B = x, auf der 
Kugel Bo = ^, und, nach Kugelfunktionen entwiokelt, sei 

(19) >= = |;KH(^i,^i),A = 2i4^i,pi). 

Das Potential V der Masse von der Dichtigkeit k ist, da die 
Schale innerhalb der Kugel B liegt, durch (6), S. 134 ge- 
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geben, wahreud das Potential W der Masse von der Dich- 
tigkeit I, da die Schale aufierhalb der Kneel i?o liesrt 
nach C4a), S.98 den Wert bat: ® ^ ’ 


(20) W = 4 ;r 2?o f; . 

T\ry 2«+l 

Damit elektrisches Grieichgewicht besteht, muB flir leden 
Punkt im Innem der Schale 

(^i) u-hr+ w==c\ 

d.h. mit Weglassung der Argumente von 



4: TT Jfl S-f^ f 4 7t Ro 
2n + l\'^\T) “2n + l J 




sein. Da diese Gleichtmg fiir beliebige zwischen R and Bo 
liegende Werte von r gilt, miissen die Koeffizienten aller 
Potenzen von r (auJSer von r^) verschwinden. Das Ver- 
schwinden der Koeffizienten der negativen Potenzen von r 
erfordert, dafi alle auoli Lo, verschvdnden. Damit 
aber wird auoh A «= 0 , d. h, anf der inneren Kugelfi'ache Bo 
ist gar keine Elektrizit'dt vorKknden, nur die Eulere Kugel- 
fiache B besitzt eine elektrische Dadung, Das ^erschwin- 
den der Koeffizienten der positiven Potenzen von r liefert 
genau dieselben Bedingungen wie bei einer Vollkugel, 
mithin auch denselben Wert von x wie S. 135 [GL (10)], 
Die Elektrizit^tsverteilung anf einer von zwei konzentrischen 
Kugeln begrenzten Schale ist genan dieselbe wie auf einer 
Vollkugel, deren Padhis gleich dem Badius der auBeren 
GrenzflSche der Schale ist. Solche Schalen wirken genau 
wie VoUkugeln. 

Anch fur den Fall, daB die Schale zur Erde abge- 
leitet ist, gilt dasselhe. 


II. Die influenzierenden Krafte hahen ihren 
Sitz im inneren hohlen Ranme. 

In diesem Falle ist U das Potential von Massen, die 
innerhalb der Kugel Bo liegen. Fiir Punkte aulierhalb Bo, 
also auch fur die Punkte innerhalb der Schale hat nach 
(15), S. 117 U die Form 

( 22 ) 



142 


n. Die Potentialaufgaben fur die Kugel. 


Dieser Ausdruck fur U tritt an Stelle des Ausdruckes (4), 
S. 134 ; sonst ist alles ebenso wie in llsTr. I. Die Grleichung (2 1) 
nimmt jetzt die Form an 




woraus folgt 

(23) Kn = 0 fiir n>0, iTtEKo^C, 


(23 a) 


(2 n + 1) 
4;ri?o 


Aus (23 a) sieht man, daB hier aucb die Innenflache Bo der 
Sohale eine elektrisohe Ladung besitzt, und daB diese 
Ladung eine solche Dichtigkeit hat, daiJ ihr Potential W 
[GL (20)] fiir alle Punkte aufierhalb i^o == — ?7 ist, d. h. dafi 
die Wirkting der elektrisohen Ladung von Bo die Wirkung 
der im inneren hohlen Eaume vorhandenen gegebenen elek- 
trischen Krafte aufhebt. Die Gesamtmasse der auf Bo 
verteilten ElektrizitSt ist naeh (6 b), S.99 

(24) M^iTzBlU^^BoZo. 

Die Ladung der SuBeren KugelflSche B hat, wie man aus 
(23) sieht, konstante Dichtigkeit. Die gesamte auf B aus- 
gebreitete Elektrizitat hat Se Masse M—M = M+BoZoi 
falls M die Masse der der Schale mitgeteilten freien Elek- 
trizitat ist Denn da durch Influenz gleichviel von Jeder 
der beiden Arten von Elektrizitat entsteht, muB die Ge- 
samtmasse beider.Grenzflachen der Schale =M sein. Die 
Dichtigkeit der auf B verteilten Elektrizitat ist somit 


(25) 


Jtf -j- Bo Zo 


1st jSf=0, so ist x = iJo^: 4?r JS®; aber BoZo ist die 
Gesamtmasse der Elektrizitat, die das Potential T] hervor- 
bringfc [denn diese Masse ist lim (r U)]. Daduroh, daB man 

00 

den Sitz der gegebenen (als unveranderlich anzusehenden) 
elektrischen Krafte mit einer von konzentrischen Kugeln 
begrenzten Schale umhiillt, wird erreicht, daB diese Krafte 
nach auBen so wirken, als wSre die Masse, die die Kr’afte 
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hervorbringt, gleichformig auf der auBeren Kugel i? 
verteilt. 

War die Schale nicht isoliert aufgestellt, sondern mit 
der Erde leitend verbunden, so ist 0—0, daher jS[o = 0 
und somit x = 0 . Die M-uBere Flache iJ besitzt dann keine 
Ladling, wabrend die Ladling der inneren Flache Bo die- 
selbe ist wie vorher. 

Bemerkung. Die Elektrizitatsvertedung auf einer 
von zwei exzentrischen Kugeln begrenzten Schale sowie 
die Verteilung auf zwei leitenden Kugeln wird im nachsten 
Abschnitt behandelt werden. 


d) Elektrizit’atsverteilung aiif einem nahezu kugel- 
formigen Leiter ohne Einwirkung aufierer Krafte. 

Die Gleichung einer Flache, die von einer Kugel nur 
wenig abweicht (eines Spharoids), hat in Polarkoordinaten 
bei passender Wahl des Anfangspunktes die Form 

(26) ri = a {!+« , ^i) } , 

wo a eine kleine, von und unabhangige GrbBe be- 
zeichnet; denn fiir a=0 ist (26) die Gleichung einer Kugel. 
Die GroBe a , von der die Abweichung von der Kugel ab- 
hangt, sei nun so klein, daB man ihre zweiten imd hdheren 
Potenzen vemachlassigen kann. Dann kann man von der 
Form (26) zu der anderen 

(26 a) h = c{l+af{d‘i,ipi)} 

iibergehen, in der c den Eadius der Kugel bezeichnet, die 
gleiches Volumen mit dem von dem Spbaroid begrenzten 
Eaume hat. Denn das Volumen dieses Eaumes ist, wenn 
n der Eadius eines inneren Punktes ist und ftii’ h der 
Ausdnick (26) genommen wird, bei iinserer Naherung 

f 1 7 ^ 

dlrisin'^i^'^id99i=-^a^y* ^[l+3aF(^i,93i)] 

Denkt man F('d‘iyfx) naoh Kugelfimktionen entwickelt 

0 
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so ist fiir -w>0 
* 

und da Yq von d’x,(pi unabhangig ist, so ist das Volumen 
' , 9 ' TT a* (1 -h 3 « 1 o) . 

o 

Dies soli gleich dem Volumen einer Kugel vom Eadiiis c 
sein, also ist 

(27) a^iL + BaYo) = e^ 

Daraus folgt bei unserer NSberung 

(27a) a-o(l-~a Yo). 

Setzt man (27 a) in (26) ein und vernachlassigt so geht 
(26) in 

(26 b) = (jP {S '! , ^i) — Vo)] 

liber. (26b} hat die Form von (26a); zugleich sieht man, 
daB 

(28) f{S^, , <p,) ^Yo==^E Zn (^1 , <p,) 

m,=l 

ist; d,h. die Funktion in (26a) hat die Eigen- 

schaft, daB bei ihrer Entwicklung nach Kugelfunktionen 
die Kugelfunktion nullter Ordnung fehlt. 

Das Oberfla^chenelement des Spharoids (26 a) ist (vgl. 
Teil I, S. 66) 

^ ^ _ r , sin d d 

cos V ^ 


wo V den Wmkel bezeichnet, den der Kadius n von do 
mit der UuBeren Iformale bildet. [Ubrigens unterscheidet sich 


l/jT7A, ^ 

' \rx 8 S’!) \fisini9i 8 <px) 


von 1 nur um Glieder von der Ordnung a®, so dafi bei 
unserer ISfaherung ohne weiteres oosv~l gesetzt werden 
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k^imte.] Weiter ist das Potential des mit Masse von der 
Dichtigkeit S belegten Spbaroids 


Tc r\ 

cosv lAr®-)- f\ — 2r ri cos y 


Piir innere Ponkte fiir die r kleiner ist als der 

kleinste Wert von fi, kann man den reziproken Wert der 
unter dem Integral auftretenden Wurzel nach steigenden 
Potenzen von r entwickeln und gliedweise integrieren, wo- 
dnrcli man 


- 7t27l 

P^(cos y) sin^i d&i d(f^ 

erh^t. 

Ist nun dem von dem Spharoid begrenzten, isoliert 
auigestellten Leiter eine gewisse Masse M freier Elektrizitat 
mitgeteilt, wakrend auf den Leiter keine auBeren elek- 
trischen KrSf te wirken, so verteilt sich M anf dem Spheroid 
mit einer solchen Dichtigkeit, daB das Potential dieser Be- 
legung fiir alle inneren Pnnkte denselben konstanten Wert 
hat. Der Ausdruck (30) muB also in diesem Falle fiir alle 
in Betracht kommenden r von r nnabhangig sein, d.h. es 
miissen die Koeffizienten aller Potenzen von r , auBer dem 
von r®, verschvdnden, oder es mnB 



Tt'lTl 

(31) f fJL. 

77 '' ^ 


sein. Pur a = 0, d.h. ri = €, cosv— 1 geniigt dieser Be- 
dingung nur ein konstanter Wert von S. Pur sehr kleine 
a "wird sich 1c von einer Konstanten io nur wenig unter- 
scheiden. Wir machen daher den Ansatz 

= fco+ a 2, > 9 ^) > 

CCS V m=l 

wo die Kugelfunktionen sind. Nach (26 a) und (28) 
ist ferner bei unserer Naherung 
W anger in, Theori® des Potentlids n. 


10 
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und 

Setzt man diesen Ausdruck in (31) ein und wendet die 
Integralsatze der Kugelfunktionen an, so erh^t man 

(34) 

Oder 

(34a) (^ , p) = (n— 1) So Tn (i9*, p) , 


wShrend nach (30) der konstante Potentialwert fiir Punkte 
im Innern des Spharoids 

n27t 

(35) - h Po (cos y) sin dd-x d<px^ 47r <? 


cosy 


iat Pemer ist die Gesamtmasse der elektrischen Ladung 
des Spharoids 

7t ^7t 


(36) M' 


■f f-J-n-si: 
0 0 


sin dd-x d(px == 4 ;r ^ c® . 


Wir haben somit folgendes Besultat: Die Dichtigkeit der 
elektrischen Ladung des Spharoids ist 


(37) = r„ (^,p)|, 

und der konstante Potentialwert im Innern ist 


(38) 



Beispiel, Das Spharoid sei ein abgeplattetes Eota- 
tionsellipsoid mit sehr kleiner Abplattung. Ist a die Ab- 
piattung, a der Aquatorialradius, also a (I— a) der Polar- 
radius, so wird, fails von der Rotationsachse gerechnet 
wird, streng 

a(l— g) 

y cos*^i + (1— a)® sin* d'x ^ 
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mit Yernachlassigung der zweiten und hoheren PotenzeB 
von a aber 

n = a(l — acos^^i). 

Ferner ist bier 

ca = a«(l— a), a = c(l+-i-a), 

mitbin 

f = c|l— ez^cos®^! — = Pa (cos-^i)|, 

d. h. bier ist 

2 

f (^1 ^ = ^ -^2 (cos ^i) 

und daber, da cosv aicb von i nur um Glieder von der 
Ordnung unterscbeidet, 

4^{‘-T“ ■f’* (“**)}- {l- “ 

M 

Kapitel 6. 

Anrrendiiiig der Hetbode der Transformation durch 
reziproke Eadien in der Potentialtheorie. 

a) Die Transformation dnrcb reziproke Eadien. 

In den vorhergebenden Kapiteln sind wir wiederbolt 
auf Beziebungen zwiscben zwei Punkten P, iJ gefiibrt, die 
folgende Lage baben. Ist 0 der Mittelpunkt einer Kugel 
vom Radius P, so liegen P und U auf demselben Kugel- 
radius in solcben Abstanden von 0 ^ daB 

(1) OP.Oir=P^ 

ist. Sind die raumlichen Polarkoordinaten von P, 

auf 0 als Anfangspunkt bezogen, die von 77, so ist 

(la) r Q = JS? . 

Zwiscben den recbtwmkligen Koordinaten von P 

und $yr]y^ von H ergeben sicb daraus die Relationen 

10 * 
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, ^ j. ‘ B’‘e 

und mngekelirt 

M , B^e B.-V -K'C 

(1C) f*+7?*+e*- 

Zwei derartige Punkte nennt man reziproke Punkte, da, 
falls JR = 1 , n = — ist. 

Sucht man zu einer Eeihe von Punkten P die rezi- 
proken Punkte 71 , so nennt man diesen Ubergang Trans- 
formation durch reziproke Eadien, die Kugel mit dem 
Radius E heiBt die Transformationskugel, ihr Mittelpunkt 
das Transformationszentrum. Sucht man insbesondere zu 
alien Punkten P einer Flache F die reziproken Punkte IT, 
so liegen diese auf einer neuen Flache 0, der reziproken 
Flache von P. Aus der Gleichung von F ergibt sich 
mittels (la) und (Ic) die von Ist die Gleichung von 
F in Polarkoordinaten 


(2) _ _ ^ r = 

SO ist die Gleichung der reziproken FlSche 

^-fV^r 

und hat F in rechtwinkligen Koordinaten die Gleichung 

(3) F{x,y,z) = 0, 


SO erhsdt man die Gleichung der reziproken Flache, wenn 
man in (3) fiir x,y,is die Ausdrucke (Ic) setzt. 

SpezieU ist die reziproke Flache einer durch 0 gehen- 
den Ebene F die Ehene E selbst Die reziproke FlSche 
einer nicht durch 0 gehenden Ebene ist eine durch 0 
gehende Kugel, und umgekehrt hat eine durch 0 gehende 
Kugel zur reziproken Flache eine Ebene. Die reziproke 
Flache einer nicht durch 0 gehenden Kugel ist wieder eine 
KugeL Die reziproke Flache des dreiachsigen Ellipsoids 




a® ^ f ^2 


ist, falls der Mittelpunkt das Transformationszentrum ist, 
das OvaJoid 
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(4a) 

Oder in Polarkoordinaten 


c- 


7?4 r>4. r>i 

(4b) cos® Z + -p- sin® I cos® (p H — g-sin® X sin® p . 


Bei der Transformation einer geschlossenen Flache F 
ist folgendes zu beacbten. 
zentrum innerhalb JP, und 
ist 0 die reziproke Flacbe 
von F, die ebenfalls ge- 
scblossen ist^ so entsprecben 
Punkten Pi innerhalb F 
als reziproke Punkte solche 
Ptinkte ill , die anBerhalb 
0 liegen, und den Punkten 
aufierlialb F entsprecben 
Punkte innerhalb 0 . Denn 
sind Pi und Ux entsprechende 
Punkte, so liegen sie auf 
demselben Eadius, und es ist 0Pi.077i=P®. Trifft dieser 
Eadius P’ in P, 0 in 71, so ist aueh OP.OiJ=E®. Sind 

0 und Pi innere Punkte 
von Fy so ist OP\<.OP^ 
daher 077i > 0 77, d, k TZi 
liegt auBerhalb der Flache 
0 , Liegt dagegenO auBer- 
halb der geschlossenen 
Flache jP, so entsprecben 
bei der Transformation 
durch reziproke Eadien 
inneren Punkten von F 
stets innere Punkte von 
0 . Denn hier schneidet 
0 Pi die Flache F zwei- 
mal, in Ax und die Flache in Ai und A, Femer ist 

OAxCOPxCOAy 

daher aus demselben Grunde wie oben 



Liegt das Transformations- 
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Der zu eiuem endlichen Eaume T, der von der riaclie 
F umscWossen wird, reziproke Raum T erstreekt sicb, wenn 
0 in T liegt, aufierhalb ^ ins Unendliche, und der Ranm 
T auJBerliSb F hat den Raum T' innerhdb 0 zum rezi- 
proken Raum. Liegt aber 0 auBerhalb T, so liegt der 
reziproke Raum T ganz im Endlichen und wird vom 0 
umschlossen. 


b) Beziehungen von Losungen der Laplaceschen 
G-leichung fiir reziproke RS.ume. 

In dem Raume T, der entweder ganz im Endlichen 
Uegen oder auch sich ins XJnendliche erstrecken kann, sei 

(5) ^ 

eine Funktion, die der Laplaceschen Gleichung geniigt und 
alle Stetigkeitseigenschaften des Potentials besitzt, so ge- 
niigt die Funktion 

(6) 

der Laplaceschen Gleichung in dem zu T reziproken 
Raume T und besitzt dort alle Stetigkeitseigenschaften dfes 
Potentials. 


Beweis. Man bilde 

;?2W ;52w . 

(7) AW^ 


' Btj^ 




, 

1 

59 ^ 

sin A 


d sin>l 


dW 

dl 


1 


dl 


sin^A 


S<P^\ 


[nach Gl. (12), S. 7], Da fiir reziproke Punkte die Glei- 
chungen (la) gelten, so kann man (6) so schreiben: 


(6a) 

Andererseits kann man in (7) die DijEferentiationen nach 
Q y I, ((f in solche nach r, -S-jf vferwandeln. Dadurch geht, da 

Bq Br W Br 


ist, (7) in 
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d^w 

1 s» 

1 d^w 


sin-d' dS' ^ 

sin^^ 


(7a) 


iiber. Setzt man anf der rechten Seite von (7 a) Mr W 
den Ausdrack (6 a) ein, so wird 


(8) JW=- 


d sin -S' 


S(rf) 



^ ' ■'4 

dr^ ^ 

sin ^ d S' 

'"sinS-S- 

\ 1 

do^ 

r-i 


1 

, 1 

d^f 


dr^ 

^ sin S d S 

^ sin^ S 

8 


-J 

]. 


WO der Kiirze halber die Argumente von f fort- 

gelassen sind. 

Weiter ist . 


dr^ I dr^ ^ Sri 


8 r^ 


dr 


dr 


so dafi 
(8a) 


dr 

1 

1 d^f 

dr 

'"sin.i^ dS’ ■’ 

^ sin® ^ d <p^ 


wird. Nun sollte f im Raume Tder Laplaceschen Diffe- 
rentialgleichung 

d^f d^f d^f 


Oder 

( 9 ) 




d r 


.^11 

8 r 


8 e^ 
df 


^0 


1 


dr 


sin ^ d & 


1 < 9 Y 

sin* -a- 8(p^ 


= 0 


genugen. Mithin genugt der Ausdruck (6 a) Oder (6) fur'PT 
im Sranm T der (Scichnng 

(10) JW=0. 
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Femer soli in T die Fimktion f mit alien ihren Ab- 
leitungen endKch und kontinuierlieli sein. Ein Blick anf 
die Gleichung (6) l^t erkennen, daB auch W und alle seine 
Ableitnngen nach endlich und kontmuierlich sind, so 

lange r und q beide endlich sind. Wird aber r = 0, so 
'vrird ^ = 00 . Der Fall r = 0 kann nur eintreten, wenn 0 
innerhalb T liegt, daher ist f nebst seinen Ableitungen 

auch fur r=0 endlich, wegen des Faktors — wird also 

Ftir ^ = c» wird 1^=0, so aber, daB liin(^'Fr) 
auch dann endlich bleibt. Das ist aber eine der charak- 
teristischsten Eigenschaften des Potentials. Ferner wird 


BW 


sw^ 

d Q d 

verschwindet daher ebenf alls fiir (> = oo , und zwar so, 
f B 

daB endlich bleibt, ehenfalls eine charakte- 

ristisehe Eigenschaft des Potentials. — Wenn ferner r = cx> 
wird, was nur eintreten kann, wenn T sich ins Unendliche 
erstreckt, dann wird furr = oo/ = 0, derart aber, daB 
lim (r f) endlich bleibt ; d. h. (da ^ = 0 wird fiir r = oo) 

lim— ist auch fiir § = 0 endlich. Daraus folgt, 

daB, wenn der Ausdruck (5) fiir V im Eaume T alle 
charakteristischen Eigenschaften des Potentials besitzt, das 
gleiche auch fiir den Ausdruck (6) yon TF im Raiime 
T gilt. 


Zusatz. Die Poissonsche Gleichung fiir reziproke 

Eaume. 

Geniigt der Ausdruck (5) im Eaume T nicht der 
Laplaceschen, sondem der Poissonschen Gleichung, so ist 


(11)^/'- 


dr 

. dsvixd-trt: 

1 d^f\ 

8r ' 

sin-^ B d' 

^ sin® 


= — 47r^*, 
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■wo h die Dichtigkeit der Masse in T bezeichnet Setzt 
man (11) in (8 a) ein, so wird bier 

( 12 ) = 

Soil nun W innerhalb T ebenfalls der Poissonscbeii 
Gleichung geniigen, so muB der Raum T mit Masse you 
der Dichtigkeit 

(13) 

angefiillt werden, wobei in A die Koordinaten r , , p durch 

q^Xy<p auszudrlicken sind. Damit bei endlichen Werten 
von k auch A' endlich ist, darf q nicbt = 0 , d. h. r nicht 
= 00 werden, der Raum T darf sich nicht ins Unendliche 
erstrecken. Soil endlich noch der Raum T ein endlicher 
sein, so mufi 0 auBerhalb des endlichen Raumes T liegen. 

Folgerung* Kennt man fair einen endlichen Raum T, 
der mit Masse von der Dichtigkeit Z* angefiillt ist, den 
Wert des Potentials V fur Punkte auBerhalb wie inner- 
halb der Masse, geht femer T durch Transformation mittels 
reziproker Radien von ein em^ auBerhalb Tliegenden Trans- 
formationszentrum 0 aus in den Raum T iiber, so kennt 
man auch das Potential W des Raumes T fiir Masse von 

der Dichtigkeit k' = — g-, und zwar fiir Punkte auBerhalb 
wie innerhalb T. Denn 

W=—Y 

Q 

geniigt nach dem, was eben erdrtert ist, auBerhalb T der 
Gleichung A TT— 0 , innerhalb T der Gleichung A W=—4lit¥; 
ferner besitzt W alle sonstigen charakteristlsohen Eigen- 
schaften des Potentials. Daduroh aber ist nach dem Satze 
Teil I, S. 98 W eindeutig bestimrut. 

Anwendung. Als Raum T nehmen wir den Raum 
zwischen zwei ahnlichen und ahnlich liegenden Ellipsoiden, 
als Transforraationszentrum den Mittelpunkt 0 beider 
Ellipsoide. Ist T mit Masse von konstanter Dichtigkeit 
\ gefiillt, so ist T bekannt sowobl fiir den hohlen Raum T 
innerhalb des kleineren Ellipsoids, als fiir den Raum T' 
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aufierhalb des groBeren Ellipsoids, als auch fiir T selbst. 
Damit kennen wir auch das Potential W der Masse, die in 
dem Raume zwisohen den zu den Ellipsoiden reziproken 

Ovaloiden mit der Dichtigkeit verteilt ist ; und 

zwar ergibt sich der Wert von W fiir Punkte in dem 
Raume T' auBerhalb des auBeren Ovaloids aus dem Werte 
von F im Eaume T innerhalb des kleineren Ellipsoids. 
Innerhalb T aber hat F einen konstanten Wert C, auBer- 
halb des groBeren Ovaloids ist also 


TF= 


£ 
Q ‘ 


Das ist aber das Potential eines in 0 liegenden Massen- 
punktes, 

Wir haben sonach das Eesultat: Ist der Raumzwischen 
den Ovaloiden 


cos‘^ A-r-^ sin^Xcos® -^sin®^ sin^^ 


und 

** 

Q - 


-S— g COS® A + - 3 V 5 sin® X cos^ df - 
a® fr 0^ 


^sinU 


n- c 


von denen fur w.>l das zweite ganz innerhalb des ersten 

liegt, mit Masse von der Dichtigkeit — g- gefullt, so iibt 

diese Masse auf Punkte auBerhalb des ersten Ovaloids 
dieselbe Wirkung aus wie eine gewisse im Mittelpunkt 
beider Ovaloide konzentrierte Masse. 

Der Wert von G und damit der in 0 konzentrierten 
Masse ergibt sich aus der Forme! (24a), S. 230 des 
ersten Teils. 



III. Abschnitt. 


Die Potentialanfgabeii ftir Rotationsellip- 
soide imd exzentrische Kugeln. 

Kapitel 1. 

Yerl^ngertes Eotationsellipsoid. 

a) Einfiihrung neuer Variabler. 

Wie man zur Bebandlung der Potentialaufgaben der 
Kugel rSiimliche Polarkoordinaten einfiihrte, so muB man 
fiir die analogen Aufgaben der Rotationsellipsoide die 
rechtwinkligen Koordiuaten duroh andere Variable derart 
ansdriieken, daJB, wenn die eine dieser Variablen konstant 
gesetzt wird, sich die Gleicbung des Rotationsellipsoids 
ergibt. Das erreicht man durch eine kl^e Modifikation 
der rMumliehen Polarkoordi|iaten. Setzt man namlich 


(1) sin ^ cos ^ , 

0 = j/y^—e^sin sin ^ , 

so folgt durcb Elimination von d' nnd ^ aus (1): 


^2 

-13 " r " -2 .2 = 


Gibt man r einen konstanten Wert >e, so ist (2) die 
Gleicbnng eines verlangerten Rotationsellipsoids, und die 
den verschiedenen Werten von r entsprecbenden Botations- 
elHpsoide haben dieselben Brennpunkte, da die Differenz 
der Halbaohsenquadrate ftir alle dieselbe ist, nam l ich e\ 
Die Elimination von r, ^ aus den Gleichungen (1) 
ergibt 



^ ^ COBBS’ 
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Pur konstante Werte von ist (2 a) die Gleichnng eines 
zweisclialigen Rotationskjrperboloids. Die den versohiedenen 
Werten von -fl* entsprechenden Rotationsliyperboloide haben 
samtlicb dieselben Brennpunkte wie die Rotationsellip- 
soide. Die Plaehen (2) sind also konfokale Rotatious- 
ellipsoide und die Flachen (2 a) konfokale zweischalige 
Rotationshyperboloide, und zwar sind letztere nicht nnr 
nntereinander, sondern auch zn den Rotationsellipsoiden 
konfokal Irgendeine Flacbe (2) wird von jeder der 
PlSchen (2 a) senkrecht geschnitten. Denn die Flachen (2) 
und (2 a) entstehen durch Rotation konfokaler EUipsen 
und Hjperbeln um die Hauptacbse, und da sich konio- 
kale Ellipsen und Hyperbeln senkreckt sehneiden, gilt ein 
gleiches auch fiir die durch ihre Rotation entstehenden 
Flaohen. 

Eliminiert man endlich r und S' aus den Gieichungen 
(1), so erh‘^t man 

(2b) ^ = ^tg^; 

das sind Ebenen, die stotlich durch die Rotationsachse 
gehen und daher die Flachen (2) und (2 a), deren Normal en 
ja in der Meridianebene liegen, senkrecht schneiden. Die 
Her in Frage kommenden Flachenscharen 

T = const , = const , tp = const 

sind soroit orthogonal. Das ergibt sich auch ohne die 
geometrischen Uberlegungen daraus, daB, wie eine einf ache 
Eechnung zeigt, die OrthogonaJitatsbedingungen (6), S. 4 
erfiillt sind. 

Um alle Punkte des Raumes zu erhalten, muB man 
r von e bis oo, d- von 0 bis r, <p von 0 bis 2;r variieren 
lessen. Dann gehdrt zu jedem Punkte des Raumes nur 
ein Wertsystem (nur daB ^ = 0 und (p^^n die- 

selben Punkte ergeben), Fiir den Grenzwert r = e ist 
2/ = ;£f = 0, fl; = ecos Dadurch werden alle Punkte der 

Linie dargestellt, welcbe die beiden Brennpunkte (,i? = + e 
und = — e) verbindet, Diese Linie kann als verlangertes 
Rotationsellipsoid angesehen werden, dessen]Srebenachse=0 
ist. Fiir den Fall ^^ = 0 wird ebenfalls ^ = ^ = 0, aber 
^ = das ist, da r'>e ist, der Teil der Rotationsachse, 
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der sich vom Brennpunkte ic = + e ins Unendliche erstreckt 
Ftir 1 ^ = 71 erhalt man den Teil der Rotationsachsej der 
von X — — e bis x = — oo reicbt. Beide Teile zusammen 
kann man als ein zweischaliges Eoiationshyperboloid ansehen, 
dessen Nebenachse =0 ist. Entsprechend gehoren zu zwei 
Werten & und n — ^ nicht zwei verschiedene Rotations- 
h^erboloide, sondern fiir & erMlt man die Punkte des 
einen, ftir ;r — -d- die des anderen Mantels desselben Rota- 
tionshyperboloids. Eiir ^ endlich degeneriert das 

Rotationshyperboloid in die ^j^-Ebene, die als ein Rota- 
tionshyperboloid angesehen werden kann, dessen Hanpt- 
achse verschwindet, nnd dessen beide Mantel infolgedessen 
zusammenf al len. 

Die neuen Variabeln r^d'^cp nennt man elliptische 
Koordinaten. (Allerdings sind dies nicht die allgemeinen 
elliptisehen Koordinaten.) 


b) Transformation nnd LSsung der Laplaceschen 
Gleichnng. 

Wie bei der Kngel haben wir den Ausdruck 47 auf 
die neuen Variabeln zu transform! eren. Dazu sind nach 
S. 6 die Ausdriicke zu bilden 





Die Ausfiihrung der Reohnung ergibt 


(3a) 1==^ ^ — , m= ]/r^ — e^cos^-J9^, n='^T^ — a^sind*, 


und daher wird nach Gleichung (9), S. 6 
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W (f®— e®cos®^)siTi'5- 




dr 


dd' 


8 w 


r®— e® cos®^ 



■ jy 

1 

f i y*F 

1 Sr ■' 

sin-^ 8 S' ^ 



Die Laplacesche Gleichung ^7=0 reduziert sich deni- 
nacli auf folgende: 


(4a) 




dv • jy 

dr sin^ 55* 


■f-4-+— '1^- 

\sin® d- ^ r®— e~) 8 <p^ 


Wir suchen zuerst eine Losung dieser Gleichung, 
die fur alle Punkte innerhalb eines gegebenen Rotations- 
elKpsoids (also fur r<a) nebst ihren Ableitungen endlich, 
eindeutig und stetig ist. Wie in Kapitel 3 des vorher- 
gehenden Abschnitts fragen wir zuerst, ob es moglich ist, 
der Gleichung (4 a) durch das Produkt 

(5) r=FiFF8 


zu geniigen, in dem F nur von r, Fa nur von F ntir 
von <p abhangt. Die Einsetzung des Ausdruoks (5) in 
(4 a) ergibt 


C5a) 


d(r^~e^ 


ZZi 

dr 


1 


dsin^ 


dVi 

d» 


Fi dr 


sin'^- Yt d& 
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Differentiiert man (5 a) nach so verschwindet die linke 
Seite, es mufl also 


Oder 


d / I Fa 
d<p\Vz d<p^ 



( 6 ) 


i_ 

Vs df^~ ^ 


sein. Diese Gleiohung ist dieselbe wie die fniher be- 
handelte Gleiohung (ITb), 8.72. Wie dort ist, damit Fa 
eindeutig ist, also fiir ^ = 0 und <p=^2t: denselben Wert 
hat, erforderlich, daB c das Quadrat einer ganzen Zahl v 
(einsohlieBlioh IN'ull) ist, und dann hat (6) die Losung 


(6a) 


Fa = C cos (y (p) -f C sin (y (p ) , 


worin G und C' willturliche Konstante sind, Setzt man 
1 Fa 

in (5 a) fur^^ -j^seinen Wert — ein, so geht (5 a) iu 


(6b) 


F« df 

1 


Fi 


dr 


d sin-d* 


dFs 

dd' 


sin^*F2 dd' 


sin®'^ 


iiber. Da bei der Differentiation von (5 b) nach & die 
linke, bei der Differentiation nach r die rechte Seite ver- 
schwindet, jede Seite aber nur von einer der Variabeln 
abhangt, so muB jede Seite von (5 b) derselben Kon- 
stanten gleich sein. Wird diese Konstante mit a{a + i} 
bezeichnet, wo a zunachst beliebig ist, so wird 


( 7 ) 


( 8 ) 


j . n d Fa 

1 


sin-d* dd^ 

dr 






Gleiohung (7) hat die Form der Differentialgleichu^ der 
zugeordneten KugeMunktionen, nur dafi hier ein beliebiger 
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Parameter a an Stelle des ganzzahligen Parameters n bei 
den Zngeordneten stebfc. Wie S. 114 schlieBen wir, daB^ 
damit Fa in dem betraohteten Raume iiberall endlich ist, 
der Parameter a eine gauze Zahl n nnd zugleich w>v 
sein muB. Die einzige endliche L5sung von (7) wird, wie 
an der zitierten Stelle, 

(7 a) F 2 = RP%.v(cos^). 

Fubrt man endlich in (8) statt r die Variable ^ = — ein* 

so wird 

(8a) + + 

Das ist wiedermn die Differentialgleichung der zugeord- 
neten Kugelfunktionen [vgl. GI. (14), S. 57], ihre allgemeine 
LSsung ist 

(8b) Fi = J (A) iX)=A (y) . 

Damit diese Losung fiir alle Punkte im Innem des Ellip- 
soids r=a, somit anch fiir r = c endlich bleibt, muB 
J. = 0 sein; denn ^n,v(l) ist =oo. Wir haben somit fol- 
gende Losung von (4 a), die alien ITebenbedingungen 
geniigt: 

(9) F= ABPn.v Pn,y (cos [C COS {v^) + C sin {v(p)]^ 

imd darin kann — 1 gesetzt werden, da ABC nur 
ebenso eine willknrliche Konstante bezeichnet wie 0 
allein. In (9) sind n und v ganze Zablen, Solcher 

Losungen gibt es unendlich viele. Die allgemeinste Losung 
nut den geforderten Eigenschaften erhalt man, wenn man 
die Summe alJer mogHchen partikularen LSsungen (9) 
bildet, wobei die Konstanten 0,(7 von Glied zu Glied 
andere sein kSnnen, d, h. es wird, wenn dutch den Index f 
angedeutet wird, daB es sich um innere Punkte handelt, 

(9a) cos(v^)+0'„vsm(vp)]. 



Kap. 1. Verlangertes Rotatiousellipsoid. 


161 


Suchen wir zweitens fiir alle Punkte auBerhalb eines 
gegebenen Eotationsellipsoides r = a eine Losimg von (4 a), 
die denselben Nebenbedingungen wie oben geniigt, die 
aber im Unendlicben verschmndet, so Sudert sich nur der 
an die Gleiohung (8b) getniipfte ScbluJB. In diesem Falle 

ist r>>a, daher sicher —>1; fiir keinen Punkt des 

Gebiets wird Qn,v(^ nnendlich. Damit aber Vx fiir r — oo 

verschwindet, mufi A = 0 sein, von 0 verschieden. So- 
mit ergibt sich, wenn fiir aiiBere Punkte zu V der Index a 
gesetzt wird, als LSsung 

vcos (v (p) +B\ y sin (y ^)] . 

Handelt es sich drittens urn eine LSsung von (4 a), 
die alien obigen ITebenbedingungen in dem Eanme zwischen 
zwei konf okalen Eotationsellipsoiden y = a und r = ai ge- 
niigt, so kann in diesem Gebiet r weder den Wert a an- 
nehmen, noch nnendlich werden, in (8 b) brancht somit 
keine der Konstanten Ay A zu verschwinden, und wir er- 
halten als allgemeinste L5sung 

(9o) 

+ sin (v ^) nvB n, 'nyQn^v 

c) Anwendungen. 

Mittels der eben abgeleiteten Eesultate kann man die 
beiden Eandwertaufgaben fiir Gebiete innerhalb oder auBer- 
halb eines verlangerten Eotationsellipsoids oder solche 
Gebiete, die von zwei konfokalen derartigen Ellipsoiden 
begrenzt werden, genau in derselben Weise iQsen wie die 
entsprechenden Aufgaben fiir die Kugel. 

Sucht man z. B. die L9sung von (4 a), die innerhalb 
der FlSLche y = a alien obengenapnten Nebenbedingungen 
geniigt und zugleich an der Plaohe r— a einer gegebenen 
Punktion F{&,<p) gleich wird [erste Eandwertaufgabe 

Wangerin, Theorie des Potentials IL 11 
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fiir den Innenraum eines verlangerten Eotations- 
ellipsoids], so "wissen w, daB die Losung die Form (9a) 
haben muB. Den Wert von F fiir r = a erhalten wir einer- 
seits, indem wir in (9 a) r — a setzen. Andererseits soli 
dieser Wert ^F{d'j<p) sein, Diese Funktion entwickle 
man nach Kugelfunktionen 

( 10 ) 

oc n 

=2. f)+ j5«,sm(r p)) , 

WO AnrjBjiv bekannt sind. Sowohl (9a), als (10) stellen 
Reiken dar, die nach Kugelfunktionen fortsckreiten. SoUen 
fiir r = a beide Reihen gleich sein, so miissen die einzelnen 
Kugelfunktionen gleich sein, d,h. fiir jedes n muB 

2 jPn,/TV».i'(cOS’5-){<7»rCOS(v^5)+(7„,sill(v55) } 

V=zi0 

n 

= s -P«.» (cos ■9-) {Anv cos (v f) + Bn r SIQ (v } 

sein. Diese Gleichheit kann nur bestehen, wenn beider- 
seits fiir jedes v die Koeffizienten von cos(vp) nnd sm(yp) 
gleich sind, wie sich aus den bekannten Integralsatzen der 
trigonometrischen Finiktionen ergibt, Dadiirch sind alle 
Gnv nnd Onv bestimmt, imd wir haben folgendes Resultat: 
Sind die Werte, die F fiir r=a anninunt (die Randwerte 
von F), durch (10) gegeben, so hat F fiir aUe mneren 
Punkte den Wert 


c» n 


Mr), 


(li) 9) + ^nt sin {y(p)). 


Ahnlich lassen sich die iibrigen Falle der ersten wie 
auch die entsprechenden Fffle der zweiten Randwertauf- 
gabe behandeln. 

Aach die Anfgaben der Elektrizitatsverteilimg anf 
einem leitenden verlangerten Rotationsellipsoid lassen sich 
auf Grand der Gleichungen (9 a), (9 b), (9 c) genau ebenso 
durchfiihren, wie die analogen Anfgaben bei Kugeln, A Is 
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Beispiel woUen wir die einfachste derartige Aufgabe be- 
handeln: 

Einem leitenden, isoliert anfgestellten verlangerten 
RotationselKpsoid sei eine gemsse Menge M freier Elek- 
trizitat mitgeteilt; mit welcher Dichtigkeit verteilt sick 
dieselbe auf dem Leiter, falls keine auBeren KrSfte 
wirken ? 

Wie scbon fruber (S. 133) bemerkt, kann man das 
Resultat unmittelbar aus den in Band I (S, 232 — 234) 
entwickelten Formeln ablesen. Weim bier eine neue Ab- 
leitung gegeben wird, so gescbiebt es einmal, um eine 
Anwendung der vorstebenden Formeln zn geben, sodann, 
um das Resultat obne Grenziibergang, auf dem die er- 
wabnten Formeln von Bd. I beruben, herzuleiten. 

Da die dem leitenden verlangerten Rotationsellipsoid 
mitgeteilte Elektrizitat sicb auf der Oberflacbe ausbreitet, 
so gilt fiir das Potential dieser Ladung die Laplacescbe 
Gleicbung, und zwar sowohl fbr den Innen-, als den 
AuBenraum. Ftir innere Punkte sei V mit Yi, fUr auBere 
mit Va bezeicbnet Fiir Pi gilt dann die Formel (9^, fiir 
Va aber (9 b) Damit elektrisobes Gleicbgewicbt stattnndet, 
obne daB SuBere Kiafte wirken, muB Vt einen konstanten 
Wert haben. Soli aber eine Kugelfunktionenreibe [und 
das ist der Ausdruck (9 a)] einen konstanten Wert babeii, 
so miissen alle Kugelfunktionen fiir n >0 verscbwinden, 
mithin alle C'nv^^O sein, auBer fiir « — 0 . riirn = 0 
bestebt die innere, iiber alle v zu erstreckende Summe nur 
aus einem Gliede, dem fiir i/==0 , und es ist Pq ,o (x) =Po I 5 

so daB 

(12) Pi- Coo 

wird. An der Oberflacbe des Leiters muB zufolge def 
allgemeinen Eigenscbaften des Flacbenpotentials Va eben- 
falls den Wert Cbo baben. Die Reihe (9 b) fur P^ ist 
ibrerseits eine Kugelfunktionenreibe; soil sie fiir r = a 
konstant sein, so miissen alle fiir «>0 ver- 

scbwinden, und es miifi weiter 

DqoQo(^^^Coo 

sein, so daB fiir beliebige auBere Punkte 


11 ** 
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(13) Va==Coo 

wird [derui Qo,o(^) ist =Qo(^), vgLFonnel(7), S. 55]. Aus 
(12) imd (13) ergibt sich die Dichtigkeit x der Ladung 
mittels der Eigenschaft des Elachenpotentials 



(14) 


lim 


fSVa dFA 


— 4;r5{. 


Vt ist im ganzen Innenraum konstant, daiier sind alle 

d V' 

Ableitmgen von F=0, auch lim 0 • Femer ist 

nach 8.5 imd 6 

dj^—^ldr. 


und zwar ist das +-Zeiclien zn nehmen, weil in (14) 
die SuBere Normale der FlScbe / = a ist und r nach auBen 
hin w^chst Wegen des Vertes, den hier I hat [G-1. (3 a), 
S. 157], ist hier ^ 


J-KT It* — e® COS®'^ - 

dN— - — — Tz =.. : — dr. 


und da es sich um die Flache r = a handelt, folgt aus (14) 


( 14 .) er.Y 

Oder wegen (13) 

1 


(14 b) -4frx = 


CoQ-f^^ 


y®*— e®cos®i9’ dr 

'W«iter ist [vgl. (19b), S.47] 




und 

(Uc) 
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Der Wert der Konstante C^o bestimmt sich aus der 
Masse M der dem Leiter mitgeteilten freien Elektrizit^t, 

(15) M=fJxdo. 

Naoh S. 5 ist aber das Oberflacheneleinent der Flache 

do=^{mndd'd(p)r^ai 

d.h. wegen der Werte (3 a), S. 157 von m und 



und • 
(14d) 

Eemer wird 
(12 a) 


M 1 




Die Resultate fur ic sowohl, als fiir und Va stim- 
men mit den allgemeineren, in Teil I, S. 228 — 234 abge* 
leiteten uberein. 

Zunachst hat x dieselbe Form wie das durch Glei- 
chung (30), S. 234 des ersten TeUs bestinimte x . Demi 
legt man in einem Punkte an das Eotationsellipsoid 

das die Grenzfl'ache unseres Letters bildet, eine Tangential- 



166 in. Die Potentialaufgabeii fur Eotationsellipsoide usw. 


ebene, so gilt fiir die Lange V des Lotes, das vom MitteL 
punkt anf diese Tangentialebene geMlt ist, die Gleichung 

1 + 

Setzt man darin fiir die Ausdriicke (1)^ S*lo5, 

in denen r=a zu nehmen ist, so mrd 


Z'==_lV?!EZ_ 

]/a® — e® cos®^ ’ 

wesbalb der Ansdruck (14d) auch so geschrieben werden 
kann; 


(Ue) 


M 


4ra(a^— e®) 




Das ist aber die Gleichnng (30), S. 234 des ersten Teils, 
nur dafi bier das mit V bezeichnete Lot dort I genannt war, 
nnd dafi die dort wdlkurlieh anzunehmende Konstante Tc^ 
hier den Wert hat: 

— M— 

Dubrt man diesen Wert von Tcq in die an jener Stelle 
[Teil I, S. 232, GL(26a)] abgeleiteten Werte von Ua und TJi 
ein nnd setzt zn^eich, da es sich hier urn verlSngerte 
Eotationsellipsoide handelt, — c®, so lassen sich 

die dort anftretenden Integral e ausfiihren, nnd das dortige 
Ua geht in Vay Df in Vi iiber. 

pDie als untere Grenze des Integrals in TJa auftretende 
GroBe a hangt mit imserem r so znsammen: 
denn r sowohl, als ^ a*+ a sind die Hauptachsen des dnrcli 
den angezogenen Pnnkt gelegten konfokalen Ellipsoids,] 
Zusatz 1, Die Anfgabe erforderte, dafi Vi fiir alle’ 
Punkte im Innem des Leiters konstant ist Es geniigt, 
statt dessen die Forderung anfzustellen, dafi Vi fiir alle 
Punkte der Oberffilohe des Leiters, d.i. fiir r^a, einen 
konstanten Wert hat. Denn soli die Eeihe (9 a) fiirr^a 
konstant, d. h. von &,<p unabhangig sein, so miissen alle 
Kugelfunktionen fiir n>0, damit alle CnvyC^v fiirw>0 
verschwinden. 
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Es gilt also auch hier der Satz, daB^ wenn das Poten- 
tial von Massen, die anf der Oberflache des verlangerten 
Eotationsellipsoids ausgebreitet sind (nnd ebenso von solchen, 
die auBerbalb liegen, weil auch fur diese der Ausdruck (9 a) 
gilt), auf jener OberflSche einen konstanten Wert hat, das 
Potential auch ftir alle inneren Punkte konstant ist. 

Zusatz 2. Die LSsung der allgemeinen Aufgabe der 
Elektrizitatsverteilung auf unserem Rotationsellipsoid ge- 
staltet sich so, Wirken auf das isoliert aufgestellte leitende 
Ellipsoid, dem freie ElektrizitM,t mitgeteilt ist, noch ge- 
gebene elektrische KrSfte, so sei der Wert derselben an 
der OberflS-che , p). Diese Funktion entmckele man nach 
Kugelfunktionen, so muB die Summe aus und dem 

Ausdruck (9 a), darin r = a gesetzt, konstant sein, Daraus 
ergeben sich dieWerte aller Cnv, G^nv* Ferner miissen fiir 
r==a die Ausdriicke (9 a) und (9 b) (S. 160—161) gleich sein, 
woraus die Werte von folgen, und weiter erhSlt 

man x aus Gleichung (14). Eine spezielle hierhergehcJrige 
Aufgabe wird weiterhin behandelt werden. 


d) Die reziproke Entfernung zweier Punkte in 
elliptischen Koordinaten. 

Es sei q der Abstand zweier Punkte PyPi^ deren 
rechtwinklige Koordinaten resp. und seien, 

wShrend r , ^ ^ und , (pi ihre elliptischen Koordinaten 

sind, also nach (1) 


( 16 ) 


it; ^ cos ^ , 

y = sin ^ cos f , 

g = yr^— V^sin -d- sin ^ , 


Xi -= Ti cos S'! , 

yi = e® sin cos ^ , 

sti — yrj — sm*5i,sin ^ , 


so wird 

(16a) ' 

= r^+r J “ e* (sin® -S^+sin® ^i) — 2 r n cos ^ cos &i 

— 2 yr® — e® ^r\ — e® sin d' sin-^-x cos (p— ^i) . 

Darin m6ge 

(16b) r>ri, 

sein. Diese Bedingung kann durch die andere ersetzt 
werden; Es existiert ein Wert n, so dafi r>r 2 ,fi<n, 
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d.lL der Punkt P liegt auBerhalb, Pi innerhalb eines ge- 
wissen verlSngerten RotationselKpsoids r =* ra • Als Funk- 

tion von betraoLtet, gentigt— der Laplaceschen 

Gleichuag, tmd da r einem SuBeren Punkte des Eotations- 

ellipsoids ra angehort, so gilt fiir— der Ansdruck (9 b), 

S. 161. Die darin enthaltenen, von unabhangigen 

Gr9fien hllagen ihrerseits von ri,^i, 9 ?i ab, und 

zwar von <p\ derart, d^ <p nnd fp\ nur in der Verbindung 
ip — ip\ auftreten, denn, wie (16 a) zeigt, kommen ip und ip\ in 

nur in dieser Verbindung vor; d. h. es muB in (9 b) 

Dn rcos (r^ )4--D'n v^m{v^)=En , cosy (f?— ^i) +Eni&mv(ip--ipi) 

sein, wo die GroBen von ri,^i abbangen. 

Femer miissen alle Env verscbwinden; denn durcb Ver- 
tauflchung von (p mit pi ^dert siny(p — pi) sein Vor- 

zeichen, damit wiirde sick aucb — ‘andern, wahrend, wie 

(16 a) lelirt, durch diese Vertauschung — sich nioht andern, 

darf. Demnach muB — , als Funktion von r , , p betracbtet, 

die Form haben: 

(17) V (^5 — pi) . 

Femer muB-~, als Funktion von ri,'5*i,pi betracbtet, 

ebenfalls der Laplacescben Gleicbung geniigen, und da n 
einem inneren Punkte des Eotationsellipsoids r = r 2 ange- 

bort, muB — die Form (9 a) baben; docb ist (9 a) ebenfalls 

so zu modi^eren, daB eiue Vertauscbung von p mit pi 

— sicb nicbt Mndert. Das gibt 

(18) —=2 2 Pn,^(coSi9*i)cosy(p — pi), 

5r w=:0 v—o \ € / 
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wo die Elnv von r imd d' abhangen. Endlich ist zu be- 

achten, da6— auch durcbVertausohimg von & mit sich 

nicht Sndert [r nnd fi dilrfen nicht vertauscbt werden, da 
r>ri]. Ist Env=firty'd'i)f so muB 

f (n , ^i) (cos d) = f (fi , Pn,v (cos d'l) ^ 

oder 

■^ 71,1 (cos Pfi^v (cos-^) 

sein. Da die reohte Seite dieser Gleiohung von^i unab- 
bangig ist, so muB auch die linke Seite von unabhangig 
aein, oder 

Enr = fin , ^i) = Pnv (cos S\).Emy 
WO Env uur von n abhangt. Ebenso muB 
Efi% ^ (cos &) . 

sein, wo Knv cine Funktion nur von r ist. Wir haben 
daher einerseits 

(17 8-) “T = 2 2 En ) Qn,v (cos 'fi')P^^,.(c0S^l)C08 V (p — pi) , 

Q n=0r=0 \C/ 

andererseits 

(18 a) — = 2 2 -Pji.vf— )P»,»(cos P„,»(COS';?l)cOS V . 

Q n^Ov^O 

(17a) und (18a) sind zwei naeh Kugelfunktionen von '^,p 
fortschreitende Reihen. Sollen diese fiir alle gleich 
sein, so miissen die Kugelfunktionen gleicher Ordnung in 
beiden Reihen gleich sein und in den einzelnen Kugel- 
funktionen die Faktoren jedes Kosinus, dh. 



Hierin ist die rechte Seite von r unabhSngig, daher auch 
die linke, oder jede der beiden Seiten mufi derselben 

Konstante gleich sein, d.h. 

Jinv 


I Cw,r ^ ( ^ ) ( g ) * 

Somit folgt aus (17 a) und (18 a), daB folgende Form 
hat: 


Hiermit ist nnr die Form von — gefunden. Die Verte 

Q 

der in (19) vorkommenden Eonstanten Hnv ergeben sioh 
aus dem Grenzfall e=0, in dem die konfokalen Eotations- 
elKpsoide in konzentrische Eugeln iibergehen. Aus (16 a) 
folgt 

lim (^ 2 ) r J— 2 r n cos ^ , cos y = cos d- cos^i + sin sin &i cos (f —pi) . 

■e=aO 

Daher, da r>ri, 

/lx 1 a 

(20) hm Jl-p /cosy) 

fi=oVp/ yr®+rf — 2r fi cos y 

Oder nach, dem Additionstheorem der Kugelfunktionen 


<20a) = Zjj 'Lh,yPnA<^^ ^)Pn,y (COS^) COS V , 

worm die durch Gleichung (14), S. 71 bestimmte Eon- 
stante ist. Andererseits gibt die Gleichung (19) 

{19 a) limf-) 

e=0 ^ QJ 

cc )i 

=1^ 2pIjmJ-Bni'fi?i.).(j)-P»,f(y)jP)l,,(c0Si9-)P„,r(c0s5'l)cO8v(^— pi). 

Fur lim^— ^ haben wir damit zwei nach Kugdfonktioncn 
fol'tschreitende Eeihen; nach dem schon Sfter benutzten 
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Schlufi erfordert die Gleichhelt beider Reihen, daB die 
entsprechenden Koeffizienten in beiden gleich sin^ oder daft 


(t) (t)] ~ ' 

ist. Diese Gleiohung kann so geschriebea werden: 


(21a) M 


e=0 




Jj.nv*o*\- 

e) ^^AeJ 




Nun ist nacb den Gleichungen (8) und (9), S. 55, 56 


lim 

e-O 




(iT 


daher muS 


(22) lim(jB',„e)=i„,, 

e-0 

werden* xius (21) folgt, daB Hnv die Form hat: 

(22a) fl«,=^/»,(e), 

WO fnv{(S^) eine Funktion von e bezeichnet, die fiir e=0 
den Wert 1 annimmt. Dutch Einsetzen von (22) geht 
(19) in 

(®) 7 

■I ® W /yN /fiN 


fiber. Weiter aber folgt aus (16 a) 

— = — sin* d- — sin* — 2 ^ eos ^ cos ^ 

— 2 1/ “ 1 1/ (■") — 1 sin ^ sin cos (f — fi) j 

der Ansdruck — enthSlt also e nnr in den Veibindungen 
_ ? 

— , — , sonst nioht: dasselbe muB von dem Ausdmck (23) 
e’ e ’ 
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6 T Tx 

fiir — gelten, auBerMb der Verbindungen—,— darf er 

e nicht enthalten. Daher miissen alle runktionen fnv{^) 
von e unabliangig sein, oder die mussen fiir beliebige 
e denselben "Wert haben. Fiir e=0 sind alle fnv = '^) also 
ist auch fiir beliebige e 

SchlieBlioh wird demnacb 

worm, wie nochmals bemerkt werden mag, dieselbe 
Konstante bezeichnet, wie im Additionstbeorem der Kugel- 
fnnktionen. — 

Ware nicht r>ri, sondern r<ri, so wSre in (24) 

nur r mit n zu vertauschen. DaB die Eeibe fiir— stets 

? 

konvergiert, folgt aus Abschnitt I, Kapitel 6. 

Folgerung 1, Wir wenden die Gleicbung (24) auf 
den speziellen Fall ri==e, ^i=0 an, d.L wir nehmen an, 
daB der Punkt n, der eine Brennpunkt der kon- 
fokalen Rotationsellipsoide ist. Dann ist 

=r2_|. g2 2 f e cos (r—e cos^)®. 

Femer hat Pn^ri^^) den Faktor ^(a;^— 1)"', es wird also 
^n,v(l) = 0 fiir y>0, 

und in (24) verschwinden alle Summanden fiir r>0. 
Die Doppelsumme reduziert sioh anf eine einfache Summe, 
und (24) geht in 

'*) 7 ^:^ - «« (7) J"., .(»«■») ft,, m ]■ 

aber. Drackt man P„,j(cos^) durcb P„(cos^), P»,o(l) 

durobP„(l)=l aus [Gl.(2c),S.54], dutch 

fGl.(10), S.56] und setzt fiir seinen Wert ein [Gl. (14), 
S.71], so fol^ 
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r - /cos ^ ^ (t) 

Oder 

S (2«4-l) «„(2^) ^n(^) 

3/ — ic ^1=0 


und aucL diese Reihe konvergiert unter den angegebenen 
Bedingtmgen fair y und x stets aus demselben Grande wie 
die Eeihe (24). 

Multipliziert man die Gleichung (25 b) mit P»(ir) und 
integriert nach x zwischen den Grenzen —1 und +1? so 
folgt aus den Integrals^tzen flir Pni?^ 

(26) 


Das ist das F. Neumannsche Integral fiir Qn{y)- I)ie 
Eicbtigkeit der Gleichung (26) kann man auch direkt mittels 
der Differentialgleichung der Kugelfimktionen nachweisen. 
Ferner lassen sich aus (26) die S.47, 48 angegebenen Rekur- 
sionsformeln fiir Qn ableiten, ebenso die Gleichung (19a), S.47. 
Setzt man namlich in (26) P 7 i(a?)==Pn(y) — [Pn(^)— 
so wird 


Pn(jf)^P^{x) ist durch y^x teilbar und gibt, dadurch 
geteilt, eine ganze Funktion der Ordnung w— 1 von y und 
Xf also nach Ausf iihrung der Integration nach x eine ganze 
Funktion {n — l)-ter Ordnung von y; und das erste Lite- 

\y- 


^ \ 

gral hat den Wert log (^^ - £^ . 


Polgerung 2. Fiir ri = e, ■d‘i=^7r, d. h. ffir den 
Abstand des Punktes r,d-,<p vom Anfangspnnkte ergibt 
sich ebenso 


]/? 


= -2 (4«+1)P2«(0)(92. f-)P2«(eosd). 

* — a®sin^^ 6 71=0 \^J 
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e) Weitere Anwendungen. 

L Mittels des Ausdrucks (24) kann man die Wirkung 
eines verlSngerten Eotationsellipsoids berechnen, wenn ent- 
weder anf seiner OberflSche oder in seinem Innern Massen 
von gegebener Dichtigkeit ansgebreitet sind. Man braucht 
nnr ebenso zn verfabren wie in Absohnitt 11, Kap. 1 nnd 2 
bei den analogen Anfgaben fiir die Kugel. Man hat dabei 
an Stelle der Gleichnngen (3 a) nnd (3 b), S.98 die obige 
Gleichung (24), resp. die aus ihr duroh vertausohiing von 
r mit n entstehende zn nehmen, and entsprechend ist das 
Flachenelement, resp. das Yolumenelement durch elliptische 
Koordinaten auszudrucken, Es .soil das angewandt werden, 
mn fiir ein schon bekanntes Eesultat eine neue Ableitung 
zu geben. 

Es soli das Potential der Anziehung bestimriQt werden, 
die das verlangerte Rotationsellipsoid r==a auf einen 
auBeren Punkt ansiibt, falls es mit Masse von konstanter 
Dichtigkeit S gefiiUt ist. 

Sind die elliptischen Koordinaten des ange- 

zogenen, die eines inneren Punktes, so wird das 

Volnmenelement [vgL(7),S.5 and (3 a), S. 157] 

dv^lmndridd\ = cos‘^'^)c?risin'fl’id'^id^i , 


(27) F-ifc 


(rf — co8^<^i) sin ^ dn dd’i d<pi 
- 


and zwar ist nach von 0 bis zr, nach tpi von 0 bis 2 ;r, 

nach Ti von n = e b^ ri = a zn integrieren. Eiir — ist, da 

r>a,ri<o, die Keihe (24) zu setzem Fiihrt. man zu- 
nSchst die Integration nach aos, so wird 
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Darin verschwinden alle Integrale, in denen v > 0 , so daB 
rechts die einfaohe Summe 

Qn,o -^w,o ^n,c ^i) 

ubrigbleibt. Drttckt man die JFunktion duroh P^, 

Qfi^Q durch ans (vgl. oben) iind setzt fCir seinen 
Werl^ so wird 

2« 

.(28) I ^=?^2/2«+1)Q„0P^^)p„(cos^)P„(cos^i). 

Multipliziert man di'ese Eeihe mit 
(r ? — e® cos^ '^i) sin 

= [(I'l — g- e-jPo (cos ^ (cos •S-i) j sin 

und integriert nach d*i zwiscben den Grenzen 0 nnd tt, so 
verschwinden alle Integrale, die das Produkt von Kngel- 
fnnktionen mit ungleichen Indizes enthalten. Es bleiben 
nnr die Integrale 


It 

J Po (cos Po (cos sin d ■fl’i = 2 , 

0 

f Pg (cos ■9-j) Pg (cos sin , 

"o 

und da Pg(a!) = l isl^ so -wird 

n 2 « 

(29) j * [y 1 — a® cos^ -S-i) sin 
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Weiter ist nach ri zwisclieii den Grenzen e und a zu 
integrieren, so daB, da 



(30), F=-i 


wird, Oder auch, wenn man fur ®®(t) 


driicke (19b), S, 47 und to seinen "Wert aus 

(4 a), 8. 13 setzt, 


(80.) 


2r®co^ (r®— a®) sin®';^-| 


r(2 cos® sin® ^) 


Dieser Ausdruck to F stimmt genau mit dem Ausdmck 
to Fa in Teil I, S. 213, Gleichung (29) iiberein, wenn man 
statt der dortigen Bezeichnung jetzige emfuhrt, nSm- 
lich, wie 8.166, ]/a®+(y=r setzt, femer c®==a®—a®, und 
wenn man die rechtwinkligen Koordinaten des an- 
gezogenen Pnnktes durch seine elliptischen Koordinaten 
[GL (1), 8. 155] ausdriickt. 

Anch das Potential der Anziehnng, die unser Eotations- 
ellipsoid auf einen Punkt der Masse (inneren Punkt) aus- 
iibt, kann in derselben Veise berechnet werden, man muB 
nur, da r<a, bei der Integration nacb ti das Integral 
teilen: ^ 

d r a, 

fdnO=[drti)+jdn{) 

e e r 

und hat in dem ersten dieser Teilintegrale to — die 

Eeihe (24) zu setzen, im zweiten dag^en die Eeihe, die 
aus (24) durch Vertausehung von r und n entsteht. So 
erhalt man 
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und ii£Uih Ansfiihning der Integrationen 


(31) 7=^a(a*-«^)<2o(-^)[l-P,(-^)p,(cos^)] 



Die Ubereinstimmiiiig des Aasdrucks (31) mit dem Aus- 
druok (29) in Ed. I, S.213, falls man im letzteren (r=0 
setzt, kann aJmlich wie oken nachgewiesen werden. 

Bemerkung. Zur Berechnung des Potentials unseres 
Rotationsellipsoids bei nicbtkonstanter Dicbtigkeit Tt, muB 
man Z; (rf — cos® naoh Kngelfimktionen entwickeln 
und die Integralsatze I und II der allgemeinen Kugel- 
funktionen anwenden. Bei Belegung der Oberfiache des 
Rotationsellipsoids r=a mit Masse von der Dicbtigkeit Z? 
ist ife ]/a®— e® cos®^i naoh Kugelfunktioneu zn entwickeb. 

II. Es soil die Elektrizitatsverteilnng auf emem leiten- 
den, isoliert aufgesteUten verl^gerten Rotationsellipsoid 
bestimmt werden, falls dasselbe unter dem EinflnB ernes 
auBeren mduzierenden Punktes steht, der auf der Rotations- 
achse begt. 

Der mduzierende auBere Punkt A babe die Masse fiy 
sem Abstand vom Mittelpunkte des gegebenen Rotations- 
elbpsoids ist grofier als die balbe groBe Achse a des 
letzteren. Das Potential der gegebenen SuBeren Eiafte 
ist bier 

(32) 

WO ^ der Abstand ernes inneren Punktes von A 

ist. Fur den Abstand des inneren Punktes von emem 
Wangerin, Theone des Potentials H. 12 
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teliebigen Sufieren Ptmkte rg,&g,(pf, ist, da, r^> a, r<a, 
nach (24) 

(eo8#)cosy(®-yj. 

&n— Ov— 0 \"y \“ / 


Fiir den Pnnkt A , der auf der Achse liegt, ist = 0 , 
und da P^^^(1) = 0 fiir v>0 ist, so verschwinden in der 
inneren Snmme alle Summanden fiir r>0. Driiekt man 
ferner, wie schon oben, und Fn^Q durch Qn^Fn aus, 
so wird in (32) 


(32a) 4 =tS + 

§ e 71=0 V 6 ^ ^ 


Ferner sei das Potential der Oberflachenladung fiir innere 
Punkte Vij fiir auBere Va, so mu6 


r,+ u^c 

sein, also 

(33) Fi=C-^ £ (2«+l)g«f^)p„(4')p„(cos^); 

6 71=0 \ G / \ 6 / 


Bpeziell wird fur Punkte der Oberflache (r=a) 
(S3a)(FiX,=C-||^(2n+l)0„(^)p„(7)p„(cos^). 


Andererseits gilt fiir Va die Gleicbung (9 b), und die all- 
gemeinen Eigenschaften des Flachenpotentials erfordern, 
daB Vi und Va fiir r=a gleich werden, daB also der Aus- 
druck (9 b), 8.161, darin r=fl gesetzt, gleich dem Aus- 
druck (33 a) ist. Beide Ausdriicke smd Reihen, die nach 
Kugelfunktionen fortschreiten, mithin miissen die Kugel- 
funktionen jeder Ordnung und in diesen die Koeffizienten 
der einzelnen Glieder gleich sein. Da der Ausdruck (33 a) 
von unabhangig ist, miissen daher in unserem Ealle alle 
Koeffizienten D'nv fiir v>0 versehwinden, und es 
bleibt 
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(34) i>„o«»,o(-y)P».o(cos^) 

= - 7 (2 « + 1) (-y) Pn (-y) Pn (cOS d) (« > 0) , 

dagegen 

(34a) I>ooGo,o(^ 7 )Po,o(cos^) 

Druckt man und durcli P^ und ans [GL(2c), 

S. 54 imd (10), S. 56], so geht die G-leichung (34) in 

(35) Dno (2 w + 1) '^) 

= _ A (2 „ + 1) P„ P„ COB 

liber, die Gleichiong (34a) aber, da Qo.o (a;) = $o («), 
Po,o(a:) = Po(a:) = l, in 

(36a) Doo<3o(- 7) = (7— ^<3o(^). 

Damit sind in dem Ausdruck(9b) fiir Va alle Koeffizienten 
D,D' bestimmt, und es wird 


0-T«.© /rx 

»=i 

Oder, da 

^ ^) == (2 w + 1) Cn -Pn (<^03 1^) , 


12 * 
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ka—O* — 7 




Aus (33) und (36 a) ergibt sich die Dichtigkeit x der elek- 
trisclieii Ladling der Oberflaclie, wie Seite 164, mittels der 
Formel 


(8 7a 

er^y 

\3N 

SN, 


Vr^-e»cos»» 


dr 


worm wieder 

dN=^ 

ist, d. h. mittels der Formel 

- 4 ^ 

ya*— e* r=a\Sr dr)' 

so daB nach Ausffihrung der Differentiationen 


(38) 


-4;rx y a® — e* cos'* d- 

_ 0 

e 


u ( f) 

GoCt) --0 e»(T) 


■ ” ( e ) ( t ) “ ( t ) " ( t )] 

wird, worin Q'ni^) den Differentialquotienten von Qn((x>)} 
P^n(^) den von Pn(^) bezeiclmet. Das Kesultat verein- 
faeht sick nock durek Anwendung der Formel (22), S,48, 
nack der 


(-)-> 

\e) 
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ist. Sohliefilich wird demnaeh 


(39) 


— 4n-x ]/a^ — e*cos*^ 


C ^.(t) 

‘ e. 


Ct) Ht) 

Zur Bestimmung der Konstante C dient, wie friiher, die 
Masse M freier ElektrizitSlt, die dem Leiter mitgeteilt ist. 
Es ist 

71 

-M= j -/ ya® — cos® ^ ]/'a^ ~ e® sin ^ , 
Oder, da 


ist, 

(4d) 


3* 2;r 

//^ 


P,t (cos 1 ^) sin = 0 


(»>0) 


' '«o(t) ft© 


Ware das Rotationsellipsoid nicht isoliert aufgestellt, 
sondern mit der Erde leitend verbtinden, so w^re C= 0 ; 
M wiirde in diesem Ealle die Gesamtmasse der auf dem 
Ellipsoid bleibenden, nicht zur Erde abgeleiteten Elek- 
trizitat sein. 


Kapitel 2. 

Abgeplattetes Rotationsellipsoid. 
a) Einfiihrung zweckmaBiger Variabier. 
Setzt man 

x = r<iosd‘, 

^ y = ■|/r^+ sin ^ cos ^ , 

0 = sin i9* sin p , 


( 1 ) 
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so erhalt man durcii Elimination von ^,95 


( 2 ) 




(Lh. die Flachen r= Const sind abgeplattete Rotations- 
eUipsoide, deren Polarhalbachse r ist, wShrend der iLqua- 
torialradius y r® + e® ist. Ferner folgt aus ( 1 ) 


(2a) 


y^ + 3^ 
COSTS' e^sin®^ 


A h. die Flachen & = Const sind einschalige Rotations- 
hyperboloide. Die Ellipsen und Hyperbeln, durcb deren 
Rotation um die Nebenachse die Fl^chen (2) nnd (2 a) 
entstehen, haben samtlicb dieselben Brennpnnkte; und bei 
der Rotation beschreiben diese gemeinsamen Brennpunkte 
den Fokalkreis x = 0 ^y- + ^^ = e^. 

Die dritte Flachenschar 


(2b) 




vdid von den Ebenen gebildet, die durcb die Rotations- 
achse gelegt sind. Dafi die drei Flacbenscbaren ortho- 
gonal sind, ergibt sich unmittelbar daraus, daB die rotie- 
renden Kurven sich senkrecht schneiden, und daB die 
Xormalen von Rotationsflachen in den Meridianebenen 
liegen. 

Um alle Piinkte des Raumes zu erhalten, muB man 
r von 0 bis 00 variieren lassen, - 5 * von 0 bis von 0 
bis 2 TV. Dann gehort auch jedem Punkte des Raumes im 
allgemeinen nur ein "Wertsystem an; jedoch mit 

einer Ausnahme. 

Fiir r = 0 ergibt sich aus (J) 


(la) .z’ = 0, y = esin^cos^, -2f = esindsin^. 


Dadurch werden alle Punkte innerhalb des Fokalkreises 
dargestellt, fiir '5’=^7r die Punkte des Fokalkreises selbst. 
Zwei Werte S- und ;r — -S' ergeben hier denselben Punkt 
innerhalb des Fokalkreises, Die Flache dieses Kreises 
muB als ein abgeplattetes Rotationsellipsoid angesehen 
werden, dessen Rotationsachse versehwindet, daher wird 
die Kreisebene doppelt bedeckt. 
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Eiir 'i9' = 0 imd S* = 7 t geht^ wie aus (1) folgt, das 
Eotationshyperboloid (2 a) in die Eotationsachse iiber, und 
zwar ergibt siob fiir -^ = 0 der positive, fiir der 

negative Teil der Achse. Fiir ^ = geht das Hyper- 
boloid (2 a) in den Teil der ^^-Ebene Tiber, der auBerhalb 
des Fokalireises liegt. Die Werte & nnd ji — d' geb(5ren 
demselben Hyperboloid an, derart, daJJ za &c^7c der Teil 
der Flache gehc5rt, ftir dessen Punkte x positiv, ,zu tt— 
der Teil, fiir dessen Punkte x negativ ist. Der tlbergang 
von einem Teile zrim anderen geschieht innerhalb des 
Fokalkreises, zn dessen einzelnen Punkten ja, me sohon 
angegeben, supplementare Werte von gehSren. 

Aueh. diese Variabeln sind Spezialfalle der 

elliptischen Koordinaten. 


b) Transformation und Losung der Laplaceschen 
Gleicbung. 

Fiir unsere Yariabeln vird 



wird. Alle diese Formeln unterscheiden sich von den 
entsprechenden Formeln des vorigen Kapitels i;ur dadnrch, 
daB das dort auftretende — bier durcb ersetzt ist. 
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Setzt man weiter, um eine LSsung der Gleichung 
AY=0 zu erhaltenj die iiberall eindeiitig, endlicli und 
stetig ist, wie in Kapitel 1 

( 6 ) r^ViVoVs, 

wo Fi nnr von r, F 2 nur von S', Fa niir von p abhSngt, 
so ergeben sich fur Fs und Fs genaii dieselben werte wie 
dort (S. 159, 160), nandich 

(5 a) F 2 = 5 Pn,v (cos &), Fs = D cos [v p) +D' sin (v ; 

darin sind n und v ganze ZaHen und zwar n>r. Fur 
Fi aber erbalt man Iner die Gleichung 


d(r2+e^- 




Fiihrt man hierin an Stelle von r als unabhangige Variable 


( 6 ) 



e 


ein, so geht (ob) in die Gleichung (8 a), S. 160 iiber, 
Losung ist 




Ihre 


Das Auftreten imaginarer Grofien ergibt keineswegs ein 
imaginSres Eesultat. Es ist namlich 



(tj— r) (n— V— 1) 
2.(2n-l) 




(ti— r)(w— 1) 
^.( 2 «~ 1 ) 



Hier stehen in der Klammer nur reelle GrSBen, ebenso ist 
die Quadratwurzel reell, und fiir gerade n ist + 

daher reell. ‘Piir ungerade n hat denFaktor 

+ man braueht in diesem Falle der willkiirlichen Kon- 
stante A nur einen rein imaginaren Wert zu erteilen, so 



Kap.2. Abgeplattetes Rotationsellipsoid. 


185 


ist reell. Ahnlich ist es bei Qn.v, das fiir ge- 


rade n den Faktor hat, fiir ungerade n reell ist. In 
der imaginaren Form ist somit eine reelle Lc5simg ent- 
halten. 

Aus der so gewonnenen partikulSren Losung ergibt 
sich die allgemeine ebenso wie S. 160ff. Dabei sind folgende 
F^le zu unterscheiden : , 

L Es hanSle sich nm den Ranm aufierhalb eines 
gegebenen Kotationsellipsoids r = a; dann geht r von a 


bis oo. Ftir r = oo mnfi F verschwinden, v aber 

,/7i — ' 

wird als reelle ganze, mit 1/ -^ + 1 multiplizierte Funktion 
von — fiir / == oo selbst oo , daher miiB A = 0 sein , und es 
ergibt sich als allgemeine Losung der Ausdrnck 


(8) Fa==2!] 2^ji,v(^)Pti,i(cos«»9*)[(D^vCOs(r^)+Dn>sm(v^)]. 
n=0 i» = 0 \ 6 y 


n. Handelt es sich um den Eaum innerhalb des 
Kotationsellipsoids r = a, so triffl; der Grund, aus dem 
S, 160 Qn^v fortfallen mufite, bier nicht mehr zu. Dort 
konnte fiir innere Punkte das Argument der Funktion 
den Wert 1 annehmen, fiir den Qn^v unendlich wird. Da- 
gegen ist bier das Argument von Qn^v rein imaginar; es 

r i cc 

kann alle rein imaginaren Werte annehmen von 0 bis — , 

darunter ev. aueh den Wert i; aber Qn,v(i) ist nicht tin- 
endlich, sondern endlich, ebenso Qn.viP), weiterhin 
erSrtert werden wird. 

ZunStchst erhalten wir daher sowohl fiir den Raum 
innerhalb eines gegebenen Eotationsellipsoids, als fiir den 
Eanm zwischen zwei konfokalen RotationseUipsoiden als 
allgemeine Losung der Gleichung J F== 0 : 
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Scheinbar geht bier die Analogie mit dem verlangerten 
Eotationsellipsoide verloren; aber nur scheinbar. Auch 
hier miissen fiir Punkte innerhalb eines gegebenen 
EotationseUipsoids D^v verschwinden, wenn auch 

aus einem andern Grande als in Kapitel 1. Wiirden nSm- 
lich Dnv und D'nv idcht verschwinden, so wiirde zwar nicht 
7 selbstj aber seine DifEerentialquotienten in gewissen 
Punkten unendlich werden, w^irend auch diese endlich 
bleiben rniissen. Urn das zu zeigen, beftachten wir die 
partiknlare Ldsung 

aO) 7= + D (cos d)coBv<p 


(worm der Kiirze halber die Iodizes vor 0 imd D fort- 
gelassen sind) und differentiieren diese einmal nach der 
Siormale N irgendeiaes der konfokalen Eotationsellipsoide 
(2), zweitens nach der Normale Ni eines der konfokalen 
einsohaligen Rotationshyperboloide (2 a), so wird, da 
dN=ldr, dNi = mdS- ist, 


87 

8N’ 

87 




P„,,(c0s5-)c08(»j!>), 
1 


d& yr®+c® co8®5' 


coslvf). 


Diesen Ausdmck wenden w auf den speziellen Fall 
d.h. auf Punkte der yi^-Ebene an. Ist w — r un- 
gerade, so wird Pn,r(0) = 0, da die Eeihe fiir Pw,y(cos^) 
nnr nngerade Potenzen von cos^ enth3lt; dagegen ist 

fiir nicht =0. Umgekehrt verhalt 

es sich, wenn n—v gerade ist. Also fiir ungerade n—v 
verschwindet der Ausdruck (11), fiir ger^ide n — v der 
Ausdruck(12), sabald ^=-|7r wird Dagegen verschwindet 
(11) nicht fiir gerade, (12) nicht fiir ungerade n— r, 
sondem es wird 


fiir ^ = n — gerade 

(U.) il- [Cf.,, 
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dagegen to — v ungerade 






Geht man nun von r>0 zu r = 0 fiber, d.h. von Punkten 
der y ^f-Ebene auBerhalb des Fokalkreises zu Punkten des 
Eokalkreises, so wird, da Qn,t(0) und C'7i,'v(0) von 


Null verschieden sind, 




in (11 a) und 


QnA — 


X . 

r ' r 

(12 a) fiir Punkte des Fokalkreises unendlich groB, wahrend 




in (11a) und 


in (12 a) auch to diese 


r ' ' r 

Punkte endlich bleiben, da im ersten Falle im 

zweiten nur ungerade Potenzen von , einschlieBlich 

der ersten, enthalt. Fur Punkte des Fokalkreises wiirde 
87 87 

also entweder oder unendlich grofi werden, falls 
cA 8Nt ® ’ 

nicht D verschwindet; und dasselbe gilt fiir alle partiku- 
laren Integrale, also fiir alle Glieder der Reihe (9). Sobald 
es sich daher urn einen Eaum handelt, der den Fokalkreis 
enthalt, d. h. fiir das Innere des Rotationsellipsoids r==a, 
rauB 7 die Form haben: 


(9a)Fi — 2 S sin(i^^)], 

«=0r=0 Ve/ 

v^ahrend to den Raum zwischen zwei konfokalen Rota- 
tionsellipsoiden die Formal (9) gilt. 

Zusatz. Bei obiger Argumentation ist benutzt, daB 
die Funktionen Qn^t und fur das Argument 0 nicht 
verschwinden. Fiir die einfachen KugelfunMonen zweiter 
Art ergibt sich das so: Nach den Formeln (19b), S.47 ist 
Qo(0) = |log(— l),^i(0) = — 1, und die Rekursionsformel 
(20),S.47 zeigt, dafi, wenn Qn^i{0) von 0 verschieden und§,i(0) 
endUch ist, auch C»+i(0) uicht c=0 ist. Ebenso folgt aus 
den genannten Formeln Qo (0) = + 1, Q\ (0)=-Jlog(--1), imd 
die zitierte Rekursionsformel, difterenffiert, lidert sukzessive 
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die Werte von §n(0) fiir ^Ile Die Werte von Qn,v{^) 
und fur v>0 wiirden sich ans der die Funktionen 

Qn,v{^) defmierenden Gleichung (6), S.55 ergeben, wenn 
man darin fiir Qn{x) den Ausdruck (19 a), S. 47 setzt. 

und Q'n,v{0) sind also weder =0, noeh =oo. — 
Ebenso erkennt man aus den erwahnten Formeln, dali 
Qn,v{i) uicht unendlich vrird. 


c) Die reziproke Entfernung zweier Punkte. 

Die Entfernung q der Punkte, deren elliptische Ko- 
ordinaten und sind, iat bier durch die 

Gleichung 

(13) f\ + 5^ (sin- & + sin® -S'!) — 2 r cos & cos 

—2 ] V®+e® ]/ri + e® sin & sin cos {(p — f j) 

bestimnii Fur ihren reziproken Wert ergibt sich, genau 
wie im vorhergehenden B^pitel, falls r>ri ist, ein Aus- 
druck der Form 


Daraus foigt fiir den Grenzfall e<=0 



= !^S|j^^[-2»>'C»,»{7j-Pn,'(^)]-P«,v(0O8^)P«,v(cOS^)cOS»(55-y)i). 


Andererseits gelten fiir e = 0 auch hier die Gleichungen (20) 
und (20 a), S. 170. Aus der Gleichheit der beiden Eeihen 


fiir lim 

fi «0 


(15) 


(7) *»'s* 



wo, wie friiher, die in dem Additionstheorem der Kugel- 
funktionen auftretende Konstante bezeichnet. Schreibt man 
diese Gleichung 
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floa) lim 
e=0 




und beachtet, dafi naoh den Gleichungen (8) und (9)^ S. 55, 56 
lim (»“+* Qn,y (x )) = 1 , lim = 1 

x-oa X=OCi^ ^ / 

ist, so folgt 
(16) 

Oder 
(16 a) 


e=0 


fi«*=%/»v(e), 


WO fn\{^) obie Tunktion von e bezeichnet, die fiir e=0 den 

Wert 1 annimmt. Da ferner auch hier — die GrSBe e 
T Tx ^ 

nur in den Verbindnngen — , — enthSlt, so ist f„,(e) von 

6 6 

e unabhangig, bat also fur beliebige e denselben "Wert me 
fiir 6 = 0, also den Wert 1, d.h. es wird 

(16b) 

6 

und somit 

(r>ri), 

wahrend fiir r<ri in (17) r und n zu vertauscben sind. 

Hiermit sind fiir das abgeplattete Rotationsellipsoid 
alle Grundformeln aufgestellt Benutzt man diese, so kann 
man alle das abgeplattete Eotationsellipsoid betreffenden 
Potentialaufgaben genau ebenso behandeln, wie es fiir die 
analogen Aufgaben des verlangerten EotationseDipsoids in 
Kapitel 1 gezeigt ist. 

Zusatz. Die Losung der Potentialaufgaben fiir das 
dreiachsige Ellipsoid erfordert zunacbst die Einfuhnmg 
eigentlicher eDiptiscber Koordinaten (die bisher benutzten 
sind Grenzfalle von diesen), dLh. es sind die rechtwinfc- 
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ligen Koordinaten eines Punktes auszudriicken duroh die 
Achsen des Ellipsoids, des einschaligen und des zwei- 
schaligen Hyperboloids, die durch den betrachteten Punkt 
geben nnd zu dem gegebenen Ellipsoid konfokal sind. 
Diese Flacben schneiden sich iiberall senkrecht. Die auf 
elliptisehe Koordinaten transformierte Gleichung J V=0 
kanQ man in ahnlicher Weise losen wie fiir die beiden 
Eotationsellipsoide, indem man zunachst ein partikulares 
Integral sncht, das gleich dem Produkte dreier Funktionen 
ist, deren jede nur von einer der Veranderlichen abhangt. 
Die gewofinliclien Differentialgleiclmngen, auf die man 
dann fiir die einzelnen Faktoren gefuhrt wird, sind jedoch 
nicbt mebr die Gleichungen der Kugelfunktionen, sondern 
komplizierter. Die dadurck definierten Funktionen be- 
zeicbnet man als Lam^scbe Funktionen. 


Kapitel 3. 

Exzentrische Hngeln. 


a) Dipolare Koordinaten in der Ebene. 


Der geometrische Ort der Punkte einer Ebene, die 
von zwei festen Punkten dieser Ebene konstantes Ab- 
standsverhaltnis haben, ist bekanntlicli ein Kreis. Sind 
a und j9 die festen Punkte und legt man das Koordinaten- 
system so, daB sein Anfangspunkt 0 der Mittelpunkt der 
Strecke aj3=^2o ist und die positive f-Acbse in die 
Eicbtung 0 a ffflt, so hat der Kreis, fiir dessen Punkte P 


ist, die Gleichung 


Pa 

P^ 




+ 2 2 


( 1 ) 

Oder 

(la) + = 

TVO 




1 — m 












C-* 


2 
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den hyperbolischen Kosinus und Sinus bezeicbnen. Fiir 
keinen Wert von m (oder €) schneidet der Kreis (1) die 
^-Acbse. Flir positive Werte von t, also fiir m<l, liegt 
der Mittelpunkt M des Kreises und seine Schnittpunkte 
-4.ijJ.55 mit der f-Achse auf der positiven Seite die&er 
Achsej wabrend fiir negative Werte von i, also fiir m'>l, 
My Ax und 4.2 auf der negativen Seite dieser Achse liegen. 
Fur ^ = 0 , also m = 1 , geht der Kreis in die Achse liber, 
fur ^t= + oo, also m = 0 reduziert er sich auf den Punkt /z, 



Fig 10 


fiir ^ — 00 , also m^oo auf den Punkt /9 . Fiir variable 

m oder t stellt (1) oder (la) eine Schar von Kreisen dar. 
Von zwei Kreisen , die beide einen positiven Wert des 
Parameters t besitzen, liegt der Kreis mit dem grdBeren 
Parameter t ganz innerhalb desKreises mit dem kleineren f; 
das XJmgekehrte gilt fiir zwei Kreise mit negativen Werten 
des Parameters t, wShrend von zwei Kreisen, fiir deren einen 
t positiv, fiir deren andern t negativ ist, der eine ganz 
anJJerhalb des andern liegt, 

Ferner ergibt sich aus (1) fiir den Mittelpunkt M 
irgendeines der Kjeise 


(lb) 


Ma 


= m® = e~2* 


9 


der Mittelpunkt M eines Kreises t liegt daher auf dem- 
jenigen Kreise der obigen Sohar, dessen Parameter t den 
doppelten Vert bat. Weiter ist 


(Ic) 


Ma,Mfi=c' 


j 4 _ c® 


Die rechte Seite von (Ic) ist das Quadrat des Kreisradius, 
Sind daher, wie oben, die Schnittpunkte des be- 
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Irachteten Eieises mit der |^-Achse, so kaan (Ic) auch so 
gesclirieben werden: 

(Id) Ma.Mfi=^MA=WAl, 

d. h. die Punkte a, ^ sind harmonische Punkte, 
Tind zwar a und ^ einander zugeordnet 

Irgendein Exeis, der durch a und geht, dessen 
Mittelpunkt 3f also auf der y-Achse liegt, schneidet alle 

Eireise der obigen Schar senk- 
recht. Denn ist S der Schnitt- 
punkt eines der obigen Kreise 
mit dem Kreise, dessen Mittel- 
punkt M ist, so ist JK 3^= JK At , 
daber nacb (Id) 

mitJlin ist JfS'* Tangente an 
den um M beschriebenen Kreis ; 
die in B an beide Kxeise ge- 
zogenen Tangenten steben ^o 
senkrecbt aufeinander. 

Die samtlicben durch a und 
gelegten Kreise bilden eine 
neue Scbar, und jeder Kreis 
Kg* dieser Scbar schneidet alle 

Kreise der ersten Schar senk- 
recbt. Die Gleicbung irgendeines Kreises der zweiten 
Schar ist, wenn M sein Mdttelpunkt und Winkel aM ^ 
= 2w ist: 

(2) + C.COtgM)* = -r^ 

o / sin^M 

Oder 

(2 a) f ® — c® = 2 c ri cotg u , 



Mittels der Gleicbungen (la) und (2a) kann man die 
recbtwinkligen Koordinaten irgendeines Punktes der 
Ebene durch die Parameter tyU derjenigen Kreise beider 
Scbaren, die sich in schneiden, ausdriicken. Bringt 
man in (la) den Faktor in (2a) den Faktor 
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cotgw anf die andere Seite, qnadriert und addierfc dann 
beide Gleichungen, so folgt 

,f .+ ,■)«+.*- 2 «• (f-+ ,•) -0 . 

Die Lostingen dieser quadratischen Gleichung smd 




^ ^ 4- cos uY ^ Sl^^+cost^ 
— cos^w ^ © 1 ^^ — cosw’ 


(h) I (^^t-cosu)^ ©^^-costt 

w C ©f)^+cosn* 

Setzt man den Ansdmck (a) fur in (la) und (2a) 

ein, so erhSlt man 

.n \ ^ ^ _ sinw 

^ ^ ©1^^-— cosw^ ^ — cosw’ 

walirend der Ausdruck (b) fiir 

. sinw 


^\)t+C08U^ 




© !^ ^4- cos u 


ergibt. Nun gehen die Ausdriicke (3 b) aus (3 a) hervor, 
wenn man in letzteren u durch w -h tt ersetzt. Es geniigt 
daher, die Formeln (3 a) allein zu betrachten und darin u 
alle moglichen Werte zwischen 0 und 2 ;r zu geben. Dann 
wird ftir uCt: rj positiv^ fiir u^tt tj negativ. Geometrisch 
kommt das auf folgendes hinaus. Liegt der Mittelpunkt 
eines der Kreise (2) auf der positiven i^-Achse, so war 
aM ^~2 uC7V] mithin ist u der Peripherie winkel liber 
der Sehne und man mufi fur solche Punkte Sj deren 
ij-Koordinate positiv ist, den konkaven Winkel aSfi^u 
(<;-|-;r) setzen, dagegen ist fur solche Punkte St, deren 
7j-Koordinate negativ ist, u gleich dem konvexen Winkel 

g 

a St der zwischen re und ^ n liegt. Eiir Punkte der 
durch a und ^ gehenden Kreise, deren Mittelpunkt M' 

auf der negativen 17-Achse liegt, ist falls die 

3 ^ . 

ij-Koordinate positiv, -^7t<.u<.27r , falls die Tj-Koordinate 


Wangerin, Theorio des Potentials U, 
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negativ ist. Fiir Pimkte der Liuie ali selbst ist w = ;r; 
dagegen ist fiir Punkte der positiven f-Achse jenseits a, 
sowie fiir Punkte der negativen f-Achse jenseits /? w = 0 . 
Fiir ^ = 0 und « = 0 wird f ^ + rf' uiiendlioh groB. J e nach 
der Art, in der t nnd u sick gleichzeitig dem Werte 0 
nShern, erhalt man fiir ^ = 0,w = 0 die versckiedanen lin- 
en dlick fernen Punkte. Deiin fiir sehr kleine Werte von 
t und u ist 

ri sinw_ u 


Man nennt die Yariabeln tyU dipolar e Koordinaten. 

Zusatz. Den durob die Gleichungen(3a) vermittelten 
Zusammenbang zwischen ^ yiq einerseits, tyU andererseits 
kann man mit Benutzung komplexer Q-roBen durch eine 
Gleichung darstellen. Ist, wie liblicb, ]/— 1 == i , so folgt 
aus (3 a) 

i sin u + 


= c 


ilh. 

( 4 ) 




pt^tU 


■ u; = 


+ 1 




und 


1 ) 1 ) ^ 


— 1 * 


b) Dipolare Koordinaten im Baum. Anwendung 
auf die reziproke Entfernung zweier Punkte. 

LaBt man die HSlfte der von den obigen zwei Ejreis- 
scharen gebildeten Figur um die f-Achse rotieren, so gehen 
die Kreise der Schar t in exzentrische Kugeln iiber, die 
Klreise n in gewisse Flachen vierter Ordnimg (Teile von 
Eingflachen). Beide Flachenscharen schneiden sich senk- 
recht, da die rotierenden Kjeise diese Eigenschaft batten. 
Ninunt man dazu die durch die Eotationsaobse gelegten 
Ebenen, so hat man drei orthogonale PlSchenscbaren; d.b, 
setzt man 

.r = f , ^ = 3j cos i;, ^ = ijsint; (^^0) 

Oder 



Kap. 3. Exzentrische Xugeln. 


195 


(5) x=c 




sinwcos^; sinMsint; 

cos E]^#— cos 


so sind tyUjV die Parameter dreier orthogonaler Flaohen- 
scharen, und zwar sind die Plaohen Const exzentrische 
Kugeln. Um alle Punkte des Eaumes zu erhalten, muB 
man t von — oo bis + oo variieren lassen, u von 0 bis ;r , 
da ja Tj positiv ist, v von 0 bis 2 tu. Aus den Gleichungen 
(5) folgt noeh [vgl. Gl. (a), S. 193] 


(5 a) 




gSl^^-fcosw 
- — cosw' 


Fiir unsere Variabeln werden die S. 3 definierten 
Funktionen l,m,n, wenn man v = v setzt: 


(^) 


l^m-- 


^ ^ 

El^ t—costi^ Sl^ cosu* 


csmw 


Somit wird das Oberflacbenelement einer Kugel t = to 


( 7 ) 


do = mndu dv 


c® sinududv 
(E to— cos uy ’ 


Ferner ergibt sich aus (5) und (5 a) fiir den Abstand q 
zweier Punkte, deren reohtwinklige Koordinaten und 

XijyijZx sind, wsLhrend denselben Punkten die Parameter 
resp. tx^Ui^vx zugehSren, 


x'^ + + x\ + y\ + z\ — 2 {xxi + yyx+ zzi) 

S§ ^—cos w"^ El^ fe— cosf^ 

2^2 © l| if @ ^1+ sin wsint«i cos (v — vi) 
cos u) — cos «i) 

Oder 

^OJ ((5^^_cos„)(E^fl_0OS«l) ’ 

worin 

(8a) cos y = cos w cos wi + sin « sin ux cos (v—vx) 


IB* 
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Zur Entwickliing der reziproken Entfeniung zweier 
Pimkte ist zii beachteiij daB 

und daher 


cosy 


oder aach 


ist; so daB 






|l— cos y + g-2{#— fo | 


cosy + 


-U) \ 


( 9 ) 


1 _ 1 ^ ^ijt—CO&U ys^^i— COSt(i 


9 6 


e±i («~<0 




^1) 


wird. Yon den beidenVorzeicken sollen iiberall die oberen 
genommen werden, wenn t>tx, die unteren, wenn t<ti 
ist. Da im ersten Falle im zweiten kleiner 

als 1 ist; so ist 


1 ^ 

|/ l-2e^»-«cos j'+ ^ e=Fn («-« p„ (cos y ) 


and 
1 1 


(9a) — = — ]/E 1^ i “ cos — cos V e ““ ^ 

^ ^ H 

WO ji— ^i|den absolnten Wert von t—ti bezeiohnet. 


c) Das Problem der zwei Kugeln. 

Auf Grundlage der voxstehenden Formeln kann man 
eine seit 100 Jahren viel bebandelte Aufgabe erledigen, 
namlieh die der Elektrizitatsverteilung auf zwei isoliert 
aufgestellten leitenden Kugeln, denen freie Elektrizitat mit- 
geteilt ist; ohne daB Sufiere Krafte auf sie einwirken. 

a) Yorbereitung, Es ist zuuacbst zu zeigen, dafi 
man es durch passende Verfugung iiber c sowie liber die 
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Lage von 0 stets erreichen kann, daB irgend zwei gegebene 
Kngeln, deren eine ganz aufierhalb der anderen Uegt, der 
vorher betrachteten Schar exzentrischer Kugeln angehdren. 
Die Mittelpunkte bei- 
der Kugeln seien A und 
-B, ihre Eadien a und 
6 , ibre Zentrale d . Da 
nach (Ic), S. 191 a und 
^ in bezug auf beide 
Kugeln konjugiert sind, 
so muB notwendig der 
eine der Punkte a,y9 
innerhalb der Kugel A 
liegen, der andere inner- 
halb der Kugel B , und 
beide mussen zwiscben A und B liegen. AVir nennen a 
den innerhalb der Kugel J., ^ den innerhalb B liegenden 
dieser Punkte. Dann ist nach (Ic), S. 191 

(10) J[a(^a + a^) = aS + «/9) = 6® 

und 

(10a) Aa-\rB ^ a ^=^d ^ 

und zwar bezeichnen die in diesen Gleichungen auftretenden 
GrSBen Aa,B ^ ^ die absoluten Werte dieser Strecken. 
Der Gleichung (10 a) geniigt man durch den Ansatz 

( 11 ) Aa^ ^ 


P 



und die Gleichungen (10) ergeben dann 

( 12 ) + + 

aus denen 


(12 a) 


' , o®-S* 

2d ’ 

- V(d®+a*-6")®-4a*d® 
ay9= 


d 


folgt, so dafi 
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(12b) 


Aa- 


ga- aa_ 4 


2d 


= 2 ^ 


mrd. Die Gleichungeii(12b) besthnmen, da J., JS gegebene 
Punkte sind und a , zwischen A und B liegen, die Lage 
der Punkte und damit aucli die ihres Mittelpunktes 0; 
femer ist c==\'a^. Man kann somit durch zweckmaBige 
Wahl der GroBe c sowie der Lage von 0 stets erreichen, 
daB die beiden gegebenen Kugeln unserer Schar exzen- 
trischer Eugeln angehoi*en. Perner sei die Eichtung der 
positiven iP-Achse so gewahlt, daB die rc-Koordinate von 
A positiv, die von B negativ ist. Der dem ICreise A zu- 
gehorige Parameterwert + h sowie der dem Ereise B zu- 
gehorige — bestimmen sich aus der Gleichung (lb), S. 191 




Aa 


Ba 


d.L 


^Afi^ ~~B,r 






oder 


(13) 


2 *. . «■+ +]'(<?®- «®+ &*)®-^ ^ 
~ d8_ a®+ h~-]^(dr-- 6®)*-4 b® ^ ’ 

a®- 6®-]/((?®+ a*- &*)*“-4 a* rf" 

* ' ^ ’ 

. _ cf*- a®+ +V(d®-a®+6®)®-4 

2id 


Zusatz 1. In ganz analoger Weise kann man auch 
€ sowie die Lage der Punkte so bestimmen, daB 

zwei gegebene exzentrische Kugeln, deren eine ganz inner- 
halb der andem liegt, unserer Schar angehSren, 

Zusatz 2. Transformiert man die gegebenen, um A 
und B beschriebenen Kugeln durch reziproke Eadien von 
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einem der Punkte a oder /9 als Transformationszentrum, so 
sind die reziproken Kugeln konzentrisch. 

y9) LSsung der Aufgabe, Die Kugel sei 

mit elektrischer Masse von der Dichtigkeit /.i belegt, 

die Kugel if = *—4 Masse von der Dichtigkeit xa 
wo UipVi. die variabeln Parameter der Punkte der einen, 
die der andem Kugel bezeichnen. Das Potential 
der ersteren Kugel werde mit V, das der zweiten mit W 
bezeichnet, und die angeh^gten Indizes i , a sollen aus- 
driicken, daJ3 es sich um einen inneren oder aufieren Punkt 
der betreffenden Kugel handelt. Die Oberflaohenelemente 
der Kugeln sind durch Gleichung (7), S. 195 gegeben; 
somit wird 


(14) 


-c^ 


xi (tti j vi) sin ui d Ui d vi 
(S ^ — cos Wi)^ 


Q’ 


WO Q den Abstand des Punktes Vi der Kugelflaohe A 

von dem Aufpunkte t^u^v bezeichnet. Die Integration ist 
nach th von 0 bis ;r, nach von 0 bis 2;r zu erstreoken. 

Man denke nun die Punktion xi {ui , vi ) : (E ^ 6.— cos wi)^ 
nach Kugelfunktionen entwickelt: 


^5) 


Xl (Ut y Vl) 
((S'^ti—cosui)^ 


00 


wende fernerfur ^ die Formel (9 a), S, 196 an, wobei zu 

beachten ist, dafi fiir Punkte inner halb der Kugel t>h, 
fur auBere Punkte ist Dann wird 


miuxduxdvx^ (wi , t?i) | 

jPn(<50sy)|. 


Multipliziert man die Eeihen gliedweise und wendet die 
IntegralsStze der Kugelfunktionen an, so ergibt sich 


(16) F,=4ff c ]/®B#-cosm2 



200 ni. Die Poteutialau^aben fur Eotationsellipsoide usw. 


und den Wert von Va, erhalt man aus (16), wenn man in 
dem Exponent en von e an Stelle von t—ti setzt ti—t, 
Um die Werte von Wt und Wa zu erhalten, entwickle 
man analog (15) 

(15a) . g Yr, (ife,®8), 

und beachte bei der Entwicklung von — , dafi an der 

Kugel JB t den Wert bat, daJB innerbalb der Kugel 
auBerhalb — k ist, so wird 

(16a) TF, = 4 jT f y®^#-cos« 2 («, v) , 

?i=0" w+i 

wahrend bei Wa im Exponenten von e — (^+^ 2 ) an Stelle 
von (^+fe) steht. 

Die Bedingung des elektriscben Grieichgewicbts der 
isoliert aufgestellten Kugeln erfordert, dafi die Summe der 
Potentiale im Innern jeder der beiden Kugeln einen kon- 
stanten Wert bat Bezeicbnet man diese konstanten Werte 
mit h und A*, so muB also 

1) fur t>fx Vi+ Wa^^h, 

2) fur — fe Va+ — i 

sein, d. L, wenn der Kiirze halber die Argumente ti,v der 
Kugelfunbtionen fortgelassen warden, 


(17) 


r„} = A;, (f<-fe). 


Um aus diesen Gleichungen die Kugelfunktionen Xf ^ , Yn 
zu bestimmen, muB man sie durch cosw dividieren 
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und den reziproken "Wert dieser "Wurzel ebenfalls naoh 
Kugelfunktionen entwiokeln. Nun ist 






ySl^i — cos«« ye*+e~*— 2eosM yi+e~2<_2e — *cosm 


Oder 


1/2 


62 


yi+e2<_2e^ cosw 


Von diesen beiden Darstellungen ist im Innern derKugel^ 
die erste zu nehmen, da dort t positiv ist, dagegen im 
Innern der Kugel B , wo t negativ ist, die zweite. Im 
Innern der Kugel A wird demnach 


(18) 


1 

cosw 


= 1/2 e 2 2 cos u) 

71^0 

-yas e-(m+i)<P„(coSM), 

n=0 


wahrend fiir i5< — fe in (18) nur an Stelle von — if tritt. 
^Somit geht die erste der Gleichungen (17) in folgende iiber: 


(19) 47rc S 

= y2 2 e-(’»+4> (cos m) , 

n = 0 


und da diese Gleichung fur beliebige if>fe erfiiilt werden 
soil, miissen die Koeffizienten der einzelnen Potenzen von 
6“^ beiderseits gleich sein, d.h. fiir jeden Wert von n muB 

(20) r„ j = /t j/I P„ (cos w) 

sein. Ebenso ergibt die zweite Gleichung (17) 

(20a) r„|= fc y2 P„ (cos u) . 
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Daraus folgt 


(21) 


2 W+ 1 ^ -Pn(cos w) e ^_g__(2n4-i) 

I 4;rg (2?^+i)^i 

(2«+l 


Hit Xn und hat man unmittelbar durch Anwenducg 
von (15) und (15 a) Eeihen fiir die Dichtigkeit xi, resp. X 2 
der elektrischen Verteilnng auf beiden Kugeln. Um die 
in (21) nooh enthaltenen Konstanten h und h zu bestimmen, 
miissen die Massen der den beiden Kugelflachen mitge- 
teilten freien Elektrizitat gegeben sein. 

Das Potential 7a der'Kugel A hat fiir Pimkte auBer- 
halb dieser Kugel den Vert 


(22)ffl=y5t)<~cosM 1'2 |]e(»+i)te-c2»+i)«. 




Daraus erhSlt man den Vert von Wa, indem man ti mit ti, 
hmth nnd zugleieh if mit vertauscht 

Die einzelnen in auftretenden GroBen haben eine 
einfache Bedeutung. 1st P der Aufpunkt, so ist 


also 


Ferner ist 


e-t^= 

P/9’ F^iS’ 

M/? Ba 




yBj 

\ Ba> 


Pa-Pi3= c)®+2/®+ y(«+ 

^e- 

6 {( f — 008 a ’ 

vie ans den Gleichiingen (5) und (5 a), 8. 195 folgt, 

“■*1“ yS|f-coswy2 = - Ji^ . 
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Aa. o Ao'B^ „ 


Setzt man noch zur Abkiirzung 

(23) 

so nimmt Fo die Form an: 

/•on T7 

(24) /.,(»».), 


und Winkel u ist = aP , 

Diese einfache Form cies Eesultatea riihrt von 
Darboux*) her. 

Zusatz 1. Ist die^eine der beiden Kugeln, z. B. die 
Kugel By nicht isoliert aufgestellt, sondern zur Erde ab- 
geleitet, so ist in den vorsteheiiden Formeln nur i = 0 
zu setzen, 

Zusatz 2. Das Eesultat Mt sich auch auf den Fall 
anwenden, daB eine der beiden Kugeln eine Ebene ist. 
Denn fiir fe = 0 geht die Kugel £ in die ^/^-Ebene iiber. 
— Ist umgekelirt die Ebene s und die Kugel umji mit deiu 
Radius a gegeben, so ialle naan von A auf b das Lot A 0, 
so hat man den Punkt 0, Perner ist 


(}A = c 




c 


womit ti und c bestiinmt sind und mit c auch die Punkte 
a und /9. 


♦) Bulletin des sciences mathdmatiques (2), 31, 17—28, 1907. 
Darboux benutzt zur Ableitung der Formel (24) eine ganz andere 
Methode; auch stellt er nicht direkt die obige Beihe auf, sondern 
die fur 


h • 

¥a 


Die obigen Formeln (22) oder (24) haben den Vorzug, daB sie sich 
ohne weiteres auf den Fall anwenden lessen, daB eine der Kugeln 
in eine Ebene ubergeht. 
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d) Die allgemeine Randwertanfgabe fiir zwei 
exzentrisclie Kugeln. — Elektrizitatsverteilung auf 
zwei Kugeln bei Einwirkung auBerer Krafte, 

Da die bier betrachteten Elacbenscharen ortbo- 

gonal sind, kann der Ausdruck A V mittels der Formel (9), 
S. 6 auf die Variabebi f^UjV transformiert werden. Die 
Werte von l,m,n fiir diese Variabebi sind in (6), S. 195 
angegeben. Es wird somit 


(2o) AV^ 


— cos ItY 


^ c sin w S V 
©l^^ — cosw St 
St 



^ c sin w oV 

— cosw , 0 

Su sin ii (E ]§ cos u) 



Fiihrt man bierin an Stelle von V die neue Variable Fi 
durch die Gleicbung 

(26) F= Fi ]/ E I cos t( 

ein, so wird 


. 1 sr 

El^^ — cosw 1 

ct yE]^ t—cosu 

[d^Vx y rl E^^ 3 

^L2E]^^— cosw 4 (S^^— cosw)‘ 
sinf* SV 

1 E^ ^ — costt Su 1 

sin u Su “ ysi^^— cosw 


7 ^ sin^ u 

cosw 4 (El^^— cosw)® 


1 

. . dFi 
o sinw — 
Su , 

sin u 

Su ‘ 


Nun ist 


@ 4- sin® « = E ■— cos® u . 
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Addiert man die Gleiehungen ( 27)3 so wird der Faktor 
von Vi auf der rechten Seite 

1 3 

^ ^ + cos — j- (® ^ ^ + cos u) ^ 

t^cosu ~~ 4 ' 


daher geht durch die Substitution (26) Gleichung (25) in 
folgende Tiber: 


(26a) 

1 1 1 , 
siiii^ Su sin^w dv^ 4 ^ ^ 


tmd die Laplaeesche Gleicbung JV=0 wird 


(28) 


. . c/ Vi 

d^Vi ^ du 1 s^Vi 

dt^ sinw du *** sin®w dv^ 


4 


Fi = 0. 


Sucht man, analog wie S. 113, eine Losung dieser 
Gleichimg von der Form 

(29) Fi^TFxTF.TFs, 

wo TFi nnr von t, W 2 nur von w, W$ nur von v abhangt, 
und verlangt dazu, daB die Losung fiir alle Punkte 
des gerade betrachteten Gebiets, also auch fiir und 

u — TT endlich, und daB sie auBcrdem emdeutig, daher in 
bezug auf v um 2 z: periodisch ist, so ergibt sich, genau 
wie an der an^egebenen Stelle, dafi TF 2 Ws die Form 
haben muB: 

(29 a) W 2 TFs = Pn,r (cos u) { C cos (v v) + O' sin (v z?) } , 

wo n und v ganze Zablen sind und w>v ist. Fiir Wi 
ergibt sicb ferner die Gleicbung 

^_[„(»+1) + 4.]k-0, 

deren allgemeines Integral 
(29b) 
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ist. Aus dem partikularen Integral, das duroh Einsetzen von 
(29 a) und (29 b) in (29) entsteht, erhalt man die allge- 
meine L()siing, die den geforderten Nebenbedingungen ge- 
nugt, indem man iiber Sle ganzen Zahlen v von r = 0 bis 
1 ' = ^, dann iiber alle ganzen Zahlen n summiert und dabei 
den Avillkiirlichen Konstanten von Glied zu Glied andere 
Werte beilegt. Nun ist 

n 

2 P»,v (cos u) {Cnv COS [V V) + C'n ,, sin (v »)}= Xn{u,v) 

v^O 

die aUgemeine KugeKunktion mit zwei Variabeln. Somit 
wird die aUgemeine L(3simg von (28), die aUe charak- 
teristischen Eigensohaften des Potentials besitzt, 

(30) Ti = ^ («, ®) + (« , v)} , 

und V ergibt sich aus (26). bezeichnet dabei eine 

Fanktion ganz derselben Art wie Xn, nur mit anderen 
Konstanten. 

Handelt es sich um einen Rauin, in dem ^ == oo warden 
kann, d. h. um einen Ratun, der den Punkt a enthalt, so 
sind samtliche Xn=0 zu setzen, damit Yi endlioh bleibt, 
wahrend in einem Eaume, der den Punkt ^ enthalt, aUe 

verschwinden miissen. 

Die erste Randwertaufgabe ist nun eine doppelte: 

1. Es soil ftir den von zwei exzentrischen Kugeln, 
deren eine innerhalb der anderen Uegt, begrenzten Eaum 
die Lbsung der Laplaoesohen Gleichung JF=0 gefunden 
warden, die nebst ihren Ableitungen innerhalb jenes Ge- 
biets eindeutig, endlich und kontinuierlich ist, und die an 
den Kugelflachen gegebene Werte annimmt. 

Fur die den Eaum begrenzenden Kugelflachen sei 
f=#i, resp, wo und fe beide positiv sind, und die 

gegebenen Eandwerte seien Fi(UyV) fiir f^tx^ F<z(uyV) 
f iir f = fe . Die Losung hat die Form (80), und fiir f = & 
mufl die rechte Seite von (30) =Fx (u,v) : ]/E| cosw, 
fur t=t 2 dagegen ==.F 2 (w,v): — cosw sein. Ent- 

wickelt man Pi (w ,?;):]/(S]^fa— coswundPa (w,«?):]/® ]^fe— cosw 
nach Kugelfunktionen und beachtet, daB, wenn zwei Ent- 
wicklungen nach Kugelfunktionen gleich sein soUen, die 
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einzelnen Eugelfunklionen beiderseitis ubereiustimmen 
mussen, so sind dadurch alle Xn uod X'n bestimint. 

2. Es soil fiir den Raum aiiBerhalb zweier Kugeln, 
deren eine ganz auBerhalb der anderen liegt, dieselbe Anf- 
gabe gelSst werden. 

Der Unterschied gegen die vorhergehende Aufgabe 
besteht nur darin^ daiJ die konstanten Werte von t an den 
beiden Kugeln entgegengesetzte -V orzeicben haben, also 
ti positiv, fe negativ ist. Die Bedingung, daB V ver- 
sohwinden inuB, wenn der Aufpunkt ins Unendliche riickt, 
wird von selbst erfiillt, da dann nach S. 194 t=^0 nnd 
?f = 0, also ^ — cos w = 0 wird. 

3. 1st dieselbe Aufgabe fur den Innenraum eiiier 
Kiigel zu losen, z. B. fiir den Innenraum von t=tif wo h 
positiv ist, so sind alle 2^ = 0 zu setzen. 

4. Analog wird aucb die zweite Randwertaufgabe ge- 
lost, Hier ist die Randbedingung nur die, dafi fiir t = fi 
und ^ = + fe 

dN I 3t 0 Bt 

gegebene Werte hat. 

Auch die allgemeine Aufgabe der Elektrizitatsver- 
teilung auf zwei leitenden Kugeln, deren eine auBerhalb 
der anderen liegt, unter Einwirkung beliebig gegebener 
elektrlscher K!rafte iS-Bt sich nunmehr Ibsen. 

Wird fiir die Dichtigkeiten xi und X 2 der auf den 
Kugeln und t=--U ausgebreiteten elektrischen Massen 
derselbe Ansatz gemacht, wie S. 199, 200, so ergeben 
sich fiir die Potentiale b eider Kugeln F, TF dieselben Aus- 
driicke wie an der angefiihrten Stelle. Perner sei das 
Potential der gegebenen elektrischen Krafte, die auBer- 
halb beider Kugeln ihren Sitz haben mbgen, U, Inner- 
halb beider Kugeln geniigt dann U der Laplaceschen 
Gleiohungund besitzt die sonstigen charakteristischenEigen- 
schaften des Potentials. Fiir das Innere derKugel t=>+ti 
laBt sich daher U so darstellen: 

Ui = cos »), 
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und fiir das Innere der Kugel f=—h 

= ]/®|;-cosM 2 (« , v) , 

u 

wo Zfi f gegebene Kugelf imktionen sind. Das elektrisclie 

Gleichgewickt erfordert dann, daB 

1) fiir ?7i + ^4 “h Wij = h j 

2) fiir U 2 +Va+W^==h 

ist ^ Die Bestimmung der Dicktigkeiten xi , X 2 aus diesen 
GleickniLgen gestaltet sicli ganz analog wie in dem ein- 
facheren, in Abschnitt c) behandelten Problem, in dem nur 
Ui nnd Da = 0 waren. 

Es mejgen z.B. die beiden leitenden, mit Elektrizitat 
geladenen Eugeln unter Einwirkung eines induzierenden 
elektrischen Punktes steben. Seine Masse sei seine 
Koordinaten fo,U 0 fVo^ wobei — fe ist; f erner sei 

^0 der Abstand des Punktes von dem Aufpunkt 
Dann ist 



und — kann man nach Gleiebung (9 a), S. 196 nach Kugel- 
funktionen entwickeln. 

In derselben Weise laBt sich die elektrische Ver- 
teilung anf einem Leiter bestimmen, der von zwei exzen- 
trischen Kugeln begrenzt wird, deren eine ganz innerkalb 
der anderen liegt. Ist die SuBere, ^== + fe die 

innere Engel (fe>^i), so tritt nur +^2 an Stelle von — fe. 
Haben die induzierenden elektrischen Erafte ihren Sitz 
ai^erhalb der Eugel tx, so ergibt sich, wie bei konzen- 
trischen Kugeln, das Eesultat, daB auf der inneren Eugel- 
flache keine freie Elektrizitat ausgebreitet ist. 

e) Hinweis auf weitere Probleme. 

a) Eingflache. Eehren wir zu den in Abschnitt a) 
betrachteten Ereisscharen der Ebene f t] zuriick und' lassen 
njmmehr diejenige Halfte der von diesen Ereisscharen ge- 
bildeten Eigur, fiir die f positive Werte hat, urn die 
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ij-Achse rotieren, setzen also, indein wir die Rotations- 
achse als i3>-Aclise nehmen, 


x^ri=G 


sm 


y f cos t? — c 


cosM* 


Sl^ cosw^ 


^ f sin V = c 


sin V 


SO gehen die Kreise ]f= Const in Eingflachen iiber, die 
Ereise w = Const in Kugeln, die sich samtlich in dem- 
jenigen Ereise schneiden, der von dem Punite a bei der 
Rotation beschrieben wird. Um alle Punkte des Raumes 
zn erbalten, aber derart, daB ancb umgekehrt zu jedem 
Pnnkte nur ein Wertsystem von t^u^v gehiJrt, muB hier 
t von 0 bis +CSO variieren, u von 0 bis 27 t, v ebenfalls 
von 0 bis 27r. Die HilfsgrSBen l,m haben hier dieselben 
Werte wie 8.195; dagegen wird 


^ — cosw’ 

daher 


cosm)’* 

^ " -O t J 


dV 

j W sr J 

COSM 8t 1 

cosw<9w 1 d^y\ 

8t ^ 

du @ ^ ^ (El^ coste) dv^j 


Setzt man wieder 

F= oos«, 

BO \nrd 


j 7— 

1 5*7i 1 d*F 1 

■ [©^« et dM* 4 


Suobt man anoh hier ein paxtiknlSres Integral der Gleichnng 
0 vOn der Form 

Vi^Wx W2WS, 

Wangerin, ^eorie des FotenMtUa IL 14 
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WO Wi nur von t, TTa nur von u, W& nur von v athSngt, 
so miissen Wi nnd Ws Gleichungen von der Form 


d^Wi 




d^Ws 

dv^ 


= e2 TFs 


geniigen. Da ferner die Parameterwerte = 0 imd u~2 7 r 
denselben Punkt ergeben, ebenso ^; = 0 und t? = 2;r, so 
miissen Wi und Wb je mn 2jr periodiseli sein, es miissen 
also Cl imd ca die mit — 1 multiplizierten Quadrate zweier 
ganzen Zahlen sein, d. L, wenn n,v ganze Zahlen be- 
zeichnen, 

TFs =JB cos(« u) + sin (n u) , Wb = 0 cos (y 2;)+ O' sin (yv) . 
Fiir Wi ergibt sicb infolgedessen aus J V= 0 die Gleicbung 



oder wenn nacb (S = A gesetzt wird, 


(O) 


Hi ^ 


dX 




Das ist eine Gleichung, die ganz analog ist der Differential- 
gleiehung der zugeordneten Kugelfunktionen, nur steht in 

jener Differentialgleichung (n + 1) , Her dagegen (n — 

( 1 \ ^ ^ \ z J 

w-h-g-l. Durch die Gleichung (G) sind also Funktionen 

bestimmt, die aus den Kugelfunktionen dadurch hervor- 
gehen, dafi man statt des ganzzahligen Parameters n den 

Parameter n — ^ , d. h. die Halfte einer ungeraden Zabl 

setzt. ^ Auf die Eigenschaften dieser Funktionen, die man 
®'^^^f^iiktionen bezeichnet, sowie auf die weitere 
Behandlung der Potentialaufgaben fiir den Ping soil bier 
nicnt nHier eingegangen werden. 
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Zusatz. Die Potentialaufgaben fiir den Eotations- 
kegel fiihren auf Funktionen, die aus den Kugelfunktionen 
dadnrch hervorgehen, dafi man dem Parameter n der 
Kiigelfunktion imaginare Werte erfceilt: 

1 . 

n== — 

beliebig). Man nennt diese Funktionen Kegelfunk- 
tionen. 

Beriihrende Kugeln. Keben den in Absohnitt a) 
behandelten orthogonalen Kreisscharen existieren nook z^ei 
andere derartige Scharen. Die Gleicbung 

(I) 

stellt, wenn der Parameter t variiert, eine Schar von 
Kreisen dar, die alle einander und die ij-Achse im Anf angs- 
punkte beriihren. Nimmt man dazu die zweite Kreisschar 

(H) 

80 vrird jeder Kreis der ersten Schar von alien Kxeisen 
der zweiten Schar senkrecht geschnitten, und umgekehrt. 
Durch die Parameter i^u lassen sich so ausdrucken: 

LaBt man diese Kreise um die Achse $ rotieren, so 
geht die eine Kreisschar in eine Schar sich beriihrender 
Kugeln liber, fiir die 

t UQOBV u&mv 

ist. Auf (lieVariabeln t,u,v, die man ala sympolare Ko- 
ordinaten bezeiclmet, transfonniert, lautet die Gleichtmg 

jr=0: 

^ 1 37 M 

I i t‘+»<‘3u ^ 1 

3t u 3u 

14 * 
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Setzt man 
so -wird 

a tii 

d^Vi i du 1 a»Fk 
St^ u du M® 


Ein partikulSres Integral dieser Gleichnng ist 

(a) Fi = e*’*(Ocos(rt)) + (7sm(v®)) U, 

■wo p eine beliebige positive oder negative Zahl ist, v eine 
ganze Zabl, wSlhrend U der Gleichung 


{G^ 


d^U 1 dU 
du^ u du 


+ 


{p‘-i:)u-o 


genugt. Die duroh (GP) bestimmten Funktionen sind die 
Zylinder- oder Besselsohen Funktionen. Man erhSlt 
iibrigens aus (a) die aUgemeine L6sung der Gleichung 
JF=0y wenn man nach v uber alle ganzen Zahlen y 
summiert, nach p aber integriert. 

Auch hier begniigen wir uns mit diesem Ansatz des 
Problems^ ohne dasselbe weiterzufiiliren. 



IV. Abschrdtt. 

Die Randwertaufgaben der Potential- 
thearie for beliebigegeschlossenePlachen. 

Einleitung. 

Eine Funktion, die in einem Eaume T, der innerhalb 
einer geschlossenen ElSche JFliegt oder sich anJBerhalb Fins 
Unendliche erstreckt, der Laplace schen Gleichung JV^O 
geniigt, die femer in T nebst alien ihren Ableitnngen fiber- 
all enrich, eindeutig nnd kontinuierlich ist nnd, falls sick 
T ins Unendliche erstreckt, dort verBck-windet, me C 1 r fiir 
r^=oOj soil kurz eine Potentialf unktion des Raumea T 
genannt werden. In bezug auf soljhe Funktionen smd in 
Abschnitt 11 folgende Resultate abgeleitet: Eine Potential- 
funktion ist fiir den Innenranm einer Kugel vollstandig 
bestinimt, wenn ihre Werte an der Kugelflache gegeben 
sind. Dasselbe gilt fur den Anfienraum einer gegebenen 
Kugel, sowie fiir den Eauni zwischen zwei konzentrischen 
Kugeln, falls im letzteren Fall die Werte der Potential- 
funktion an beiden KngelflSchen gegeben sincL Auch fiir 
den Innen- nnd AuBenraum eines Eotationsellipsoids sowie 
den Ranm zwiscken zwei konfokalen Rotationsellipsoiden 
ist in* Abschnitt HE die Potentialfunktion aus ihren Rand- 
werten bestimmt, ebenso fiir den von zwei exzentrischen 
Kugeln begrenzten Raum, mag die eine dieser Kugeln 
ganz auBerhalb oder ganz innerhalb der anderen liegen, 
AuBerdem ist gezeigt, daB fiir die eben genannte n Raume 
an Stelle der Eandwerte der Potentialfunktion selbst die 
Randwerte ihrer normalen Ableitung gegeben sein kbnnen 
(zweite Bandwertaufgabe). 

Diese Resultate lassen sioh dahin erweitem, daB sie 
auch fiir RSume gelten, die von anderen als den genannten 
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FlSchen begrenzt sind. Es soUeu die wicbtigsten Methoden, 
mittels deren man den Nachweis fiir die genannten Er- 
weitemngen zu fiibren versucbt hat, kurz dargelegt werden. 
Ehe wir aber auf die Randwertaufgaben selbst eingehen, 
sollen einige Satze aufgestellt werden, deren weaentHchste 
zuerst von Gaufi angegeben sind. Diese Satze, die 
wichtige allgemeine Eigenschaften des Potentials betreffen, 
werden weiterhin angewandt werden. 


Kapitel 1. 

Einige allgemeine SUtze nber das Potential von Sassen. 

Satz 1. Der Ganfische Satz des arithmetischen 
Mittels. 

Wir betraehten die Werte, die das Potential Va von 
Massen aufierhalb einer Engel vom Radius It in Punkten 
der Kugelflache hat. Bezeichnet p' den Abstand eines 
Panktes P der Kugelfl‘ache von einem. der SuBeren Massen- 
punkte Q\ ^ die Masse in letzterem Punkte, so ist 

(1) '^“=27- 

Wirmultiplizieren diese Gleichungmit dem Flaohenelemente 
do der Engel inx Punkte P nnd integrieren tiber die 
Kugelflache, so wird 

( 2 ) 

Das rechtsstehende Integral ist nach der ersten Eormel (A) 
S.99 =4;rJ?®:r, wo r den Abstand des Panktes Q vom 
Eugelmittelpunkte bezeichnet, Somit wird 

(3) ffVado = 4.,rB^S-^ = i7rB^n, 

wo Va den Wert bezeichnet, den das Potential der Massen 
fz' im Mittelpnnkte der Eugel annimmt. 

Die Ableitung gilt ohne weiteres, wenn an Stelle der 
bisher ins Auge gefaSten einzelnen Massenpunkte rS^um- 
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liehe oder auf Fladien ausgebreitete Massen treten. Dann 
tritt an Stelle der Summation in (1) mir eine Integration. 
Bei der weiteren Integration ttber die Kugelflache ist zu 
beachten, daB die Koordinaten der Pnnkte P der Eugel- 
flache nnr in q' auftreten, nicht in den Gfrenzen des ^er 
die Massen zu erstreokenden Integrals, noch in der Dichtig- 
keit. Statt jenes Integral ist d^er nur der Paktor Ijp' 
innerhalb des Integrals nacb do zu integrieren. 

Weiter mSgen an Stelle der Massen it' auBerhalb der 
Kugel J? andere Massen it innerhalb R treten, nnd q sei 
der Abstand ernes Massenpunktes Q von einem Punkte P 
von B, so wird das Potential Vi dieser Massen 

(la) ^‘=2)7^ 

weiter 

( 2 .) 

also nacli der zweiten G-leichung (A), S. 99 

(3a) .jjytdo = i::B'^li = 4:nBM^, 

worin Mt die gesamte innerhalb der Kugel liegende yrir- 
kende Masse bezeiohnet. 

Ist drittens die Masse Ji auf der Kugel£lM,ohe B selbst 
ausgebreitet, so gilt sowohl die Pormel (3), als (3 a), da in 
diesem Falle das in (3) auftretende r = B ist. 

Handelt es sioh endlich urn Massen, die teils auBer- 
halb, teils innerhalb der Kugel, teils auf derselben liegen, 
so teile man die gesamte Masse Jlf in den auBerhalb 
liegenden Teil Ma und den innerihalb liegenden TeU Mt, 
wobei die auf der Kugel selbst liegenden Massenteile be- 
liebig zu Hfj, oder Mt gerechnet werden konnen. Pas 
Potential von Ma sei F*, das von Mi sei Ff, das G-esamt- 
potential sei Y, so ist 

(4) j j Fdo = j j Vado+ f f Fido = 4;rJPFS + 4a:PJfi, 
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wo VI wieder den Wert von Ya im Kugelmittelpunkte be- 
zeichnet, Der Ansdmck 




JlVdo 

fjdo 


stellt nun das arithmetisclie Mittel derjenigen Werte dar, 
die V auf der KugeMacbe JS anninunt (iiber den Begriff 
des aritbmetischen Mittels einer Funktion auf einem Kreise 
vgl. S. 91—92, und analog ist der Begriff fiir eine Kugel 
zu bilden). Man kann daher die Gleichung (4) so aus- 
sprechen: 

Das arithmetische Mittel der Werte, welche das 
Potential beliebiger Massen auf einer Kugelflacbe 
vom Eadius B annimmt, ist gleich demWert, den 
das Potential der aufierkalb der Kugel liegenden 
Teile der Massen im Kugelmittelpunkte hat, ver- 
mehrt uin den Quotienten aus der Gesamtmasse 
der innerhalb der Kugel liegenden Massenteile und 
dem Kugelradius. 


Satz 2. Wert des iiber eine beliebige geschlossene 
Flache erstreckten Integrals 

Es sei P ein Punkt der geschlossenen Flache F, Q' 
ein Punkt des AuBenraums, Q ein Punkt des Inuenraums 
dieser Flache, und es werde der Abstand P Q' mit der 
Abstand FQ mit ^ bezeichnet. Ferner seien in ver- 
schiedenen Punkten Q' wirksame Massen ebenso in 
verschiedenen Punkten Q die Massen fi konzentriert. Die 
Werte, die die Potentiale dieser Massen in P haben, seien 
Vay resp. so ist 

Differentiiert man naeh der auBeren Normale N von I in 
P, so wird 
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und durch Integration iiber "F folgt 



Nun ist [vgl. Teil I, S. 153—154] 

■ 

q' cos ( 9 ', 2 /) Q cos(^,J 7 ) 

'dN~ ^ 


falls als Bichtung von die Bichtung von O' nach P bin, 
als Bichtung von q die von Q nach P hin genonunen wird, 
und nach einer Formel von GauB, die in Teil I, S. 70 
abgeleitet ist, ist 



do cos _ ,, 

-y, 



do cos (q, N) 


= 4 «-. 


Mithin gehen die Gleichungen ( 6 ) in folgende iiber: 


d.tu Satz: Piir das Potential V von Massen, die ganz 
auBerhalb der gesohlossenen Fl^che F liegen, hat 

das iiber F erstreckte Integral J" j^do den Wert 

Null, wahrend fiir Massen, die innerhalb F liegen^ 
jenes Integral den Wert — 4;rinal der Gresamt- 
masse hat. 

DaB der Beweis auch gilt, wenn an Stelle einzelner 
Massenpunkte rSumliche oder auf Plachen ausgebreitete 
Massen treten, I'dBt sich genau so wie bei Satz 1 zeigen. 
Die rJlumliehen Massen konnen auch bis an F heranrei<£en* 
Dagegen ist der Fall von Massen, die auf F selbst aus- 
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gebreitet sind, ausdriicklicb auszuschlieBen, da fiir diese 
B F 

in den Punkten von F zwei verschiedene Werte bat. 
cfN 

VTird in dem obigen Eesultat die ^uBere Placben- 
normale N dnrcb die innere Normale v ersetzt, so treten 
an Stelle der Gleicbungen (7) die folgenden: 

Satz 3. Das Potential von Massen, die samtlich 
auBerhalb eines zusammenbangendenEaumes liegen, 
kann nicbt in einem Teile dieses Raumes einen 
konstanten VTert nnd zugleicb in einem anderen 
Teile desselben einen verschiedenenWert haben. 

Beweis. Es sei T der betracbtete, von Massen freie 
Ranm, 7 das Potential der auBerbalb T liegenden Massen 
fiir innere Punkte von P; femer sei 21 der Teil von T, 
in dem V iiberaU den konstanten Wert C hat. Hat F 
auBerbalb 21 andere Werte als (7, so ist der tJbergang zu 
diesen Werten kontinuierlich. In der NSbe der Grenz- 
flaohe von 21 kann V sich nur sehr wenig von C unter- 
scbeiden, nnd dieser Unterschied kann toils positiv, toils 
negativ sein. An 21 werden daher Teile von T stoBen, in 
denen F > (7^ andere Teile, in denen F< G ist. Es sei nun 
Te ein an 21 angrenzender Teil von T, in dem V>0 ist. 
Dann beschreibe man urn einen passend gewahlten Punkt 
0 von 21 eine Kugel, die ganz in 21 und 21 begt. Ist E 
der Radius dieser Kugel, so hat, da die wirkenden Massen 
auBerbalb der Kugel liegen, das iiber die Kugelflache er- 
streckte Integral JJVdo nacb Satz 1 den Wert 47r2J®C 
= GfJd6, da ja C der Wert von V im Eugelmittel- 
punkte 0 ist; d. h. es ist das iiber die Kugelfl^he erstreckte 
Integral 

JJ\v~C)do = 0. 

Die Kugelflache liegt nun teils in 21, und dort istF--(7— 0, 
teils aber liegt sie in 21, und dort ist liberal! V — (7>0. 
Es kann daher Jf (V — C) do nicbt — 0 sein. Die An- 
nahme, daB in 21 F > ^ sei, fiihrt also zu einem Wider- 
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spracli. Zu demselben Widerspruch wiirde die Annahme 
fiihren, daB in Iss V<0 seL Es kann also keinen an Ti 
grenzenden, innerhalb T liegenden Eaumteil geben, in. dem 
V einen anderen Wert als C hatte. Dureh Betrachtung 
der an Ta grenzenden Teile Tb von T, dann der an Ts 
grenzenden nsw. kann man das Eesultat auf den ganzen 
Eaum T ansdehnen. 

In bezng anf den Eaum T sind zwei Falle zu unter- 
scheiden: 

1. Tist ein endlicher, von einer geschlossenen Flache 
begrenzter Eaum, und die wirkenden Massen lieeren auBer- 
halb F. 

2. T ist der auBerhalb F sioh ins Unendliche er- 
streckende Eaum, und die wirkenden Massen Uegen inner- 
halb jF. Im letzteren Falle kann der konstante Wert, den 
F in jP haben soil, nur =0 sein, da F im Unendliohen 
verschwindet. 

Im ersteren Falle ist, damit F in T konstant sei, nur 
erforderlich, daB F in alien Punkten von F den Wert C 
babe, wie der folgende Satz lehrt. 

Satz 4. Falls »das Potential von Massen, die ganz 
auBerhalb der geschlossenen FlSche F oder auf F 
liegen, in alien Punkten von F einerlei Wert hat, 
so gilt dieser Wert auch ftir die samtlichen inneren 
Punkte von F, 

B ewe is. Es sei F das Potential von Massen, die 
ganz auBerhalb der geschlossenen Flache F oder auf der- 
selben liegen, G der konstante Wert, den F in alien Punkten 
von F hat. Auf den Eaum T innerhalb F wenden wir 
den Q-reenschen Satz an [Teill, S. 96, Gl. (1)1 und setzen 
darin J7=TF=F— 0. Dann erfiillen TJ und TF die Be- 
dingungen, unter denen der Greensche Satz abgeleitet 
war, und es wird 

JJJiV-COJVdv^l l(y-C)^^do 


( 8 ) 



220 IV. Die Bandwertaufgaben fur beliebige Flacben. 


uiid zwar sind die dreifacien Integrale iiber den Raum T, 
das Doppelintegral ist fiber die Tlache F zn erstrecken. 
Da F aas Potential von Massen ist, die ganz auBerhalb T 
liegen, so ist iiberall in T A Femer ist in alien 

Punkten von F F— 0=0, Somit wird 

Dies Integral ist eine Summe von positiven Gliedern und 
kann daber nur verschwinden, wenn jeder einzelne Sum- 
mand verschwindet. Es muB daber in jedem Volumen- 
element von T 


( 9 ) 

d.h. 

(9a) 


dx 


8V 


87 




8y 


7= Const, 


sein, Fiir die unmittelbar an F liegenden Volumeneleinente 
ist aber der konstante Wert von F=0, folglicb ist fiber- 
all im Innem von F 


(9b) 


F=C. 


Satz 5. Wenn von Massen, die sicb nur innerhalb 
eines endlicben Kaumes Toder aucb ganz oder teil- 
weise auf dessenOberflSlcbe befinden, das Potential 
an der Grenzflaohe JFvon T einen konstanten Wert 
Chat, so hat das Potential in jedem Punkte P des 
SuBeren Eaumes T': 

1. wenn 0=0 ist, ebenfalls den Wert Null; 

2. wenn 0 nicbt =0 ist, einen zwischen O nnd 
Null liegenden Wert. 

Beweis. 1. Es sei zunSebst der konstante Wert O, 
den F an jP annimmt, = 0. WSre in einem Punkte P von 
F der Wert von F positiv =ud, so bStte auf jeder von P 
ansgehenden Linie F in dem Punkte P den Wert A, in 



Kap. 1 Emige allgemeine Satze Tiber das Potential vonMassen. 22 1 

einem anderen Punkte, der entweder auf F oder im Un- 
endlichen liegt, den Wert IsTulL Wegen der kontinuier- 
lioken Anderung von F miiBten auf jeder dieser Linien 
alle Werte zwischen A und 0 auftreten. Es miiBte daher 
auf jeder dieser Linien ein in T' liegender Punkt Q exi- 
stieren, in dem 7 einen positiven Wert B<.A annehmen 
wiirde, und alle diese Punkte Q mirden eine geschlossene, 
ganz in T liegende riaohe Fx bilden, an der F den kon- 
stanten Wert B hatte. Nach Satz 4 mufite dann aber, da 
die wirkenden Massen auBerkalb Ft liegen^ F in jedem 
Punkte im Iimern von Ji, also auch in P den Wert B 
haben, was der Annakme widerspricht, daB F in P den 
Wert hat. F kann somit in keinem Punkte von F 

einen positiven Wert A haben. Ebenso IdBt sich zeigen, 
daB F in keinem solchen Punkte P einen negativen Wert 
annehmen kann. Mithin muB in jedem Punkte P von 
y' V den Wert Null haben, womit der erste Teil des 
JSatzes bewiesen ist. 

2. Ist der konstante Wert C, den F an P annimmt, 
positiv, so ist in keinem Punkte P von T F > Denn 
wSre* der Wert A, den F in P hat, >(7, so m^iBte auf 
jeder von P ausgehenden Linie ein Punkt Q existieron, in 
dem F einen Wert JB annimmt, der kleiner als A, aber 
groBer als G ist. Diese Punkte Q warden, wie vorher, eine 
ganz in T liegende geschlossene Elache Pi bilden, und 
nach Satz 4 muBte daher der Wert yon F in P ebenfalls 
= B sein, was der zugrunde gelegten Annahme wider- 
spricht. 

Ebensowenig kann F in P einen negativen Wert —A 
besitzen. Denn dann miifite auf jeder von P ausgehenden 
Linie ein Punkt Q existieren, in dem F einen Wert — JB 
hatte, so daB — J?<0 ware. Auch hier wttrden die 
Punkte Q eiue geschlossene Elache bilden, und Satz 4 
wurde wieder zu einem Widerspruch gegen die zugrunde 
gelegte Annahme fiihren. 

Weiter kann F in keinem im Endlichen liegenden 
Punkte P von F den Wert Null besitzen. Denn ware 
Fp (der Wert von F im Punkte P) —0, so beschreibe man 
um P eine Kugel mit einem Radius JS, der kleiner ist als 
der kleinste Abstand des Punktes P von der geschlossenen 
Elache F, Ist Q em Punkt dieser Kugel, B ihr Radius, 
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Vq der Wert von F in so miiBte nach Satz 1 das iiber 
die Kugelflache erstreekte Integral 

( 10 ) II VQdo = 4:7cR\Vp=0 

sein. Das Integral kann aber den Wert JN'till nnr annehmen, 
wenn entweder alle Fq = 0 sind, oder wem Vq auf der 
Kngelflache teils positive, teils negative Werte annehmen 
wiirde. Ware fiir alle Punkte der Kugel Fq = 0, so 
mtiBte auch fiir alle Punkte im Innern der Kugel F=0 
sein, daher miiBte nach Satz 3 F im ganzen betrachteten 
Raume T' = 0 sein, auch an seiner Grenzfiache F, was der 
Voraussetzung wide’rspricht. Ware Vq auf der Kugel 
teils positiv, teils negativ, so gabe es in T Punkte, in 
denen F negativ ware, was nach dem Vorhergehenden 
ausgeschlossen ist. 

DaB endlich F auch in keinem Punkte P von F den 
Wert (7 selbst annehmen kann, laBt sich in ahnlicher Art 
zeigen. Beschreibt man namlich urn P wieder die eben 
benutzte Kugel, so miiBte das iiber die Kugelflache er- 
streckte integral 

( 11 ) II VQdo = i7tB\C 

sein, Oder es miiBte 

(lla) ll{Vci-C)do = 0 

sein. Dazu miiBte aber entweder Vq—G fiir alle Punkte Q 
der Kngelflache = 0 sein, daher miiBte F— (7 im ganzen Innern 
der Kugel verschwinden. F wiirde also in einem Teile 
von T\ daher nach Satz 8 iiberall in F d& Wert C haben, 
was fiir den sich ins Unendliche erstreckenden Eaum F 
und C>0 unmSglich ist. Oder es miiBte, damit (lla) 
bestehen kann, Fq — G teils positive, teils negative Werte 
auf der Kugel haben, d. h. es wiirde Punkte Q in. F 
geben, fiir die F>(7, was nach dem oben ErSrterten 
ausgeschlossen ist. 

Alles in allem kann also, wenn der konstante WertC, 
den F an P hat, positiv ist, F in keinem im Endliohen 
liegenden Punkte P von F einen positiven Wert >C, 
ebensowenig einen negativen Wert oder den Wert Null 
annehmen, schlieBlich auch nicht den Wert C selbst. 
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In alien Punkten P von T kann daker 7 nur einen 
zwischen C und 0 liegenden Wert besitzen. 

Ganz ebenso l^t sick der Beweis fiibren, falls die 
gegebene Konstante G negativ ist. 

Znsatz. Der erste Pall C=Q kann nur eintreten, 
wenn die Smnme aller wirkenden Massen =0 ist, der 
Pall nur, wenn diese Sunune nicht =0 ist. 

Beweis. Man beschreibe eine Kugel, die die Flache 
F ganz umsohlieBt. Nach Satz 1 wird dann das iiber die 
Kugelflaohe erstreckte Integral, da die Gesamtmasse M 
innerhalb der Kngel liegt, 

(12) jj Vdo^iTcMM, 

worin J5 den Kadiua der Kngel bezeichnet, Ist mm (7=0, 
so ist V in alien Punkten auBerhalb P, also auch in alien 
Punkten der Kugelflaohe P gieichNuU, mithin verschwindet 
das Integral der linken Seite von (12) und daher ist 
M==Q. 1st C7^0, so liegen alle Werte, die V auf der 
KugelflSiche annimmt, zwischen 0 und C. Die linke Seite 
von (12) ist daher von Null verschieden und fiir positive C 
positiv, ftir negative C negativ. M ist somit von 0 ver- 
echieden und hat stets das Vorzeichen von (7. 

Satz 6. In Punkten, die einen endlichen Abstand 
von der wirkenden Masse haben, kann das Poten- 
tial dieser Masse keinen extremen Wert besitzen. 

Beweis. Ist 7p der Potentialwert in einem PunkteP, 
der einen endlichen Ahstand von der Masse hat, beschreibt 
man femer um P eine Kugel mit einem Ea^us JR, der 
kleiner ist als der kleinste Abstand des Punktes P von 
der Masse, und ist Q eiu Pnnkt dieser Kugel, 7 q der Wert 
von 7 in so ist nach Satz 1 das fiber dje Kugelflacbe 
erstreckte Integral 

(13) Jf7Qdo^A7rE^Vp=Vpff do^fJVpdo 

Oder 

(13a) Jf (YQ-Vp)do = 0. 
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Zur Erfiillimg der Grleichung (13 a) ist entweder ii5tig, 
daB fur alle Puukte der Elugelflaclie Vq — Vp ist, oder 
daB Vq — Vp auf der Kugelflache teils positive, teils 
negative Werte annimint. Im letzteren Ealle existieren 
auf der Kugel Puukte, in denen V einen groBeren, andere, 
in denen V einen kleineren Wert als in P hat; Vp kann 
daher, da dies auch fiir Kngeln von beliebig kleinem 
Eadiusgilt, keinen extremen Wert darstellen. Im ersteren 
Palle aber hatte V auf alien Punkten der Kugelflache iJ, 
daher im ganzen Inneren (Satz 4) denselben Wert, und 
daher miifite nach Satz 3 F in dem ganzen Eaume, dem 
P angehSrt, konstant sein. Auch in diesem Palle ist Vp 
kein extremer Wert. 

Extreme Werte des Potentials kSnnen daher nur in 
Punkten der wirkenden Masse, eventuell im TJnend lichen 
auftreten. Piir Massen, die samtlich positiv sind, hat V 
uberall einen positiven Wert; das Minimum von F, nam- 
lich der Wert Ifull, findet im Unendlichen statt, das 
Maximum in einem Puukte der Masse. 


Kapitel 2. 

Losnng der Bandwertaufgaben mittels der G^reenscheit 
Fnnktion. 

a) L?)sung fiir den Innenranm T einer geschlossenen 
Plache F. 

Es sei T ein endlicher, einfach zusammenliangender 
Eaum, der von der geschlossenen Plache F begrenzt wird. 
Wir wenden auf T diejenige Polgerung des Greenschen 
Satzes an, die durch c6e Gleichung (5), S, 98 von Teil I 
ausgedriickt wird, indem wir fiir die Punktion U jener 
Gleichung das Potential V von Massen setzen, die auBer- 

halb T liegen, die Punktion W aber wo p' den Ab- 

Q 

Stand eines auBerhalb F gelegenen Punktes P' von einem 
inneren Punkte von T bezeichnet. Beide Funktionen 
genugen dann in T den Eedingungen, unter denen der 
Greensche Satz abgeleitet war; ferner ist uberall im 
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Innern von T i D’=^F = 0, J =0, und aus 

der zitierten Grieichung folgt: 




(j^ die auBere liTormale von F), Wird aber W^1\q ge- 
setzt, wo Q den Abstand eines innerhalb also in I 
gelegenen Punktes P von einem anderen inneren Punkte 
von T bezeichnet, so kann der Greensohe Satz, da 1|9 in 
einem Punkte von T unendlicb wird^ erst angewandt 
werden, wenn der Punkt P und seine 
unmittelbare Umgebung aus dem Inte- 
grationsgebiet ausgesohlossen werden. 

Die AusschlieBung erfolge duroh eine 
Kugel deren Mittelpunkt in P und 
deren Eadius 8 sehr klein ist. Das 
Gebiet, in das T nach AusschluB des 
Innern von K tibergeht, werde mit Ti 
bezeichnet. In Pi ist dann TF=l|p 
nebst alien seinen Ableitungen endlich und stetig. Wird 
wieder flir U das Potential V von Massen gesetzt, die 
anBerhalb P liegen, so kann die oben benutzte Folgerung 
des Greenschen Satzes auf den Eaum Pi angewandt 
werden. Dabei ist zu beachten, daB Pi von zwei Flachen 
begrenzt wird, der Flache F und der Kugel K. Xlnter- 
soheiden wir die Flachen dadurch, daB wir nait do auch 
jetzt ein Flachenelement von F bezeicbnen, ein Flaehen- 
element von K aber mit do\ so ergibt die zitierte Gleichung, 

da in Pi J U=J F = 0, J TF= ist: 



An der Kugel ist ^ = 8 und d S^doj wo d o) das 
Flachenelement einer Kugel vom Radius 1 bedeutet. Femer 
Wan^erin, Theorie des PotenUals U. 15 
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ist dort, da N die, aufiere Normale des Integrationsraums, 
TTfiitbin die innere Normale von K bezeichnet, 




-A. iZ 


<9F 

d(-Q) 


dV 

Bq' 


Daher ist der zweite Summand der rechten Seite von (2) 

( 2 .) .,]'*»■ 


nnd die Integration ist iiber eine Kugel vom Radius 1 zu 
erstrecken. Addiert lind subtrahiert man unter dem In- 
tegral 7p, d. i. den Wert, den F im Mittelpunkte P der 
Kngel hat, so wird das Integral (2 a); 


(2b) 


d (I ) . 


Fp hat fiir alle do den gleichen Wert; daher wird der 
erste Summand von (2b): Fp //da) = 4;r Fp. Weiter wird, 
falls man d immer mehr verhleinert, F^*^ — Fp beliebig 

klein wegen der kontinuierlichen iLnderung von F ; 

ist endHch. Daher wird der zweite Summand von (2 b), 
wenn 3 sich beliebig der 0 nShert, beliebig klein, d. h. 
es wird 


(2c) 




i iL 

Q BN 


do' = 47r Fp, 


nnd Gleichung (2) geht fiir den Grenzfall d — 0 In fol- 
gende Uber: 


(S) 



1 dF 
q bn] 


do. 


Diese Gleichung gilt fiir behebige innere Punkte P von T. 
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Aus (3) wiirde sioh also der Wert ergebeu, den V in irgend- 
einem inneren Punkte von T annimmt, falls die Werte von 
^ F 

V und an der Flache JP gegeben sincL 


Es soli nunmehr die Forderung fortgebracht werden, 

Y 

dafi zur Bestimmung von Fp neben V auoh an F ge- 

^ben sein soli. Zu dem Zwecke betracbten wir eine 
IWction 6r, die innerhalb des Ratunes T der Laplace- 
Bohen Gleichung AG=0 genugt, die ferner auoh alle 
iibrigen charakteristischen Eigenschaften des Potentials (fur 
Punkte aufierhalb der Masse) besitzt, und die an F den Wert 
1 1 Q annimmt [1 1 q selbst bat diese Eigenschaften nicht, da 
es iia Punkte P nebst seinen Ableitungen unendlich groB 
wird.] Man kann dann die zugrunde gelegte Folgerung 
des Greenschen Satzes auf den Raum T anwenden, indem 
man i7— F, TF=(t setzt, und erhalt: 


( 4 ) 



Addiert man die mit 1 1 4 tt multiplizierte Gleichung (4) 

zu (3) und beachtet, daB fiir alle Punkte von F G = — 

Q 

ist, so ergibt sioh: 


(5) Fp= 




do. 


Die Funktion 

( 6 ) 


®p=s G — 


heiBt die Greensche Funktion des Raumes T, der PunktP, 
von dem aus q gerechnet wird, der Pol der Greenschen 
Funktion. Diese hat fiir aUe Punkte von T die charakte- 
listischen Eigenschaften des Potentials, mit Ausnahme des 
Pols, wo sie unendlich wird, und sie verschwindet ffir 
Punkte der GrenzflSche von T. 1st fiir eine beliebige 
Lage des Pols P der Wert von ®p bekannt, so erh^t man 

16* 
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mittels (5) den Wert, den F in P annimmt, falls nur die 
Werte von F an der Grenzflache F von T gegeben sind. 
Durch (5) ist also die Losung der Kandwertaufgabe fiir 
den Eaum T auf die Kenntnis der Greenschen Fnnktion 
dieses Eanmes zuruckgefiihrt. 

Znsatz. Der Einfachheit halber war angenommen, 
dafi T ein einfacb znsaimnenbangender, von einer einzigen 
gescblossenen Elache F begrenzter Eaum sei. Das Eesultat 
laBt sich obne weiteres a^ einen Eaum T ausdehnen, der 
innerbalb P, aber aufierbalb der Flacben Ft , JFa liegt, die 
ibrerseits beide ganz innerbalb F gelegen sind. Derm der 
Greensobe Satz und seine Folgerungen gelten auch fiir 
einen solcben Eaum. In diesem Falle muJB nur Q an jeder 
der Flacben P, Ft , Fa den Wert 1 1 q annehmen, imd die 
Integration in (5) ist iiber die sSmtlichen Flacben F,FifFi 
zu erstrecken. 

Die Zabl der Flacben Fi,Fi kann eine beliebige sein, 
obne dafi sich an der Argumentation etwas andert. 


Vj L5sung fiir den AuBenraum einer gescblossenen 
FlSche F. 

Der Green scbe Satz und seine Folgerungen gelten 
nicht nur fiir den endlicben Eanm F, der von der ge- 
schlossenen Flacbe F begrenzt wird, sondern auch fiir den 
Eaum T'f der sich aufierhalb F oder auch auBerhalb 
mebrerer geschlossener Flacben von denen 

ganz auBerhalb der anderen liegt, ins Unendlicbe erstreckt, 
falls nur U und TF in T' die fiir die Anwendung des 
Greenschen Satzes erforderlichen Eigenscbaften besitzen, 
und falls auBerdem U und W im Unendliohen sich so 
verhalten, wie Potentials von Massen, die ganz im End- 
licben liegen. 

Um das zu zeigen, betracbten wir zunachst nicht den 
unendliohen Eaum T', sondern einen endlicben Eaum 21', 
der auBen von einer Kugel K mit sehr grofiem Eadius B 
hegrenzt wird, die die Flacben P,F1,.. ganz umsohlieBt 
Auf diesen endlicben Eaum ist der Greensche Satz obne 
weiteres anzuwenden, und die darin auftretenden Ober- 
flachenintegrale sind aufier fiber die Flacben P, FI , . . nocb 
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fiber die Kugel K zu erstrecken. In dem fiber K er- 
streckten Integral 


( 7 ) 



ew 

8N 


W 


sn) 


do 


ist nun do = S?do), wo do) das Flachenelement einer 
Kugel vom Badius 1 ist; femer ist 

J7=^(i + e), W=^(i + a,), 


WO e und ei Grf)Ben sind, die mit wachsendeni B immer 
kleiner werden und fiir jR = oo verschwinden^^ wahrend C 
und Cx endliche, von B unabhangige GroBen darstellen. 
Denn es miissen Ihn (RU) und lun (JS TT) fiir JS=oo 
endlich bleiben. Desgleichen sind, wenn c, Ci andere end- 
licbe, von R unabhangige GrbBen bezeichnen, e und £i 
GrSBen, die mit wachsendem R beliebig klein werden: 


BN R^ 


(l + eO, 


dN~ 


da lim daher auch lim , sowie 

fiir JS = oo endlich bleiben miissen (vgl. Teill, 
S* 38 — 41). Mithin wird das Integral (7): 

{7a) ^y’y’[Oci(l + e)(l+e'i)-Cic(l+ei)(l + c')]d®. 


LaBt man nun den Kaum Tx in T ubergehen, indem man 

R iiber alle Grenzen wnchsen laBt, so wird ~ 0 , wah- 

1 . ^ . 
rend der Faktor von — endlich bleiht, also verschwindet 
R 

das uber die Kugel K erstreckte Integral, es bleiben nur 
die iiber die endlichen Flachen J?’, Ji , . . erstreckten iibrig, 
Nunmehr konnen wir auf den Eaum T die Folgerung 
des Qreenschen Satzes genau ebenso anwenden wie vor- 
her in a) auf den Eaum T und erhalten fiir T analoge 
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Resultate. 1st 7 das Potential von Massen^ die ganz auBer* 
halb d. h. innerhalb der gescHossenen Plachen F^Fx,,, 
liegen, ist femer F ii^endein Punkt von F, Vr der Wert;, 
den V m P' annimmt^ q' der Abstand des Punktes P' von 
einem Punkte einer der Grrenzflachen P, Pi , . . , so gilt fiir 
jeden Punkt P' von T die zu (3) analoge Gleichung 



worin die Integration uber aUe Grrenzflachen P, Pi , . , von 
F zu erstrecken ist, wahrend y die innere Norm ale der 
betreffenden Plache bezeichnet. Denn in dem Greenscben 
Satze bezeichnete N die auBere Normale des Integrations- 
ranzxiB, und das ist die innere Normale von P, resp. Pi , . . . 

nun fiir den Raum F eine Punktion & bekannt, die 
in F alle cbarakteristischen Eigenschaften des Potentials 
(auch die des Verschwindens im Unendlichen) besitzt, imd 
die an jeder der Placben P,Pi,.. den Wert 1 1 q' annimrn^ 
so ist 

wobei die Integratioii iiber dieselben Flacben zu erstrecken 
ist wie in (3a). Aus (3 a) und (4 a) folgt 

WO 

(6a) @> = ^'-4-, 

die Greensobe Punktion fiir den Eaum F ist, P' deren 
Pol, hat fiir den Eaum F dieselben Eigenschaften, 
die vorher ® fixr den Eaum T hatte, und dazu die Eigen- 
schaft, im Unendlichen so zu verschwinden, daB 

limr®' 


endlich ist. 
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c) Die zweite Eandwertauf gabe und die zweite 
Greenscbe Punktion. 


Wir betrachten zunacbst den Raum T, der sich aiiBer- 
halb der Piacben P, JPi, . . ins Unendliche erstreckt, nekmen 
aber an Stelle der Funktion & von Nr. b) eine andere 
Funktion die, vie G', alle charakteristischen Eigen- 
ecbaften des Potentials besitzt, aber die Eigenschaft hat, 

- ^1 

S G' ^ d 

daB an den Flachen P, Pi ^ gleich wird. (p', y 

haben dieselbe Bedeutung wie in b), ebenso weiterhin 7.) 
Auch £hr diese Funktion gilt die Gleichung(4a), d.L es ist 


(4b) 





Moltipliziert man diese Gleiehnng mit ll4}r, addieit sie 
dann znr Gleichtmg (3 a) von b) nnd beaebtet, daB an den 
FlSehen F,Fi,.. 


dG' 

d V 



■wird, so folgt 


(5b) 



Die Funktion 


(6b) 





heiBt die zweite Greensche Funktion des Raumes T and 
hat die gleichen Eigenschaften wie vorher 
an den GrenzASchen von T die normale Ableitiuig von O' 
gleich Null, nicht diese Funktion selbst Die Gleichung(6b) 
Ibst die Aufgabe, fiir den Raum T’ eine Potentialfunktiou 
zu bestimmen, falls deren normale Ableitungen an den 
GrenzflHchen von gegeben sind, und falls fiir beliebige 
Punkte P' von T £e zweite Greensche Funktion be- 
kannt ist. 
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riir den Innenranm T dev geschlossenen Flache F mufi 
die zweite Randwertaufgabe und ebenso auch die Defini- 
tion der zweiten Greensohen Furiktion etwas modifiziert 
werden, 1st V eine Potentialfunktion von T, so kann man 
y ansehen als das Potential von Massen, die ganz auBer- 
halb F liegen; fur jede solche Funktion V ist aber nach 
dem Satze2 des ersten Kapitels [S. 217, erste Gleichung (7)] 


(8) 

F 

(N die SLuBere Normale von F). Soli daber der Wert von 
V fur Punkte von T aus den Werten bestimmt werden, 
dV 

die an F annimmt, so diirfen diese Werte nicht be- 

licbig gewahW werden, vielmehr sind nur solche Werte zu- 
lassig, die der Gleichung (8) geniigen. Ist das nicht der 
dV 

Fall, sondern ist an F gleich einer beliebig gegebenen 

(endlichen und kontinuierlichen) Funktion/* der Koordinaten 
der Punkte von F , so muB man die zweite Randwertauf- 
gabe anders fassen, namlicli so: An F soli 



SV 

SN 




sein, ^wo 0 eine noch zu bestimmende Koustante ist. Gibt 
man dieser den Wert 

^ -jjfic, 

- //.. 

so ist die Gleichung (8) erfiillt. 

Sucht man nun f(ir T eine Funktion G, die alle 
charakteristischen Eigenschaften des Potentials hat, so mufi 
auch diese der Gleichung (8) geniigen, d.h, es muB 


(8a) 
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sein. Wtirde man verlangen, dafi an F 

— 3 — 

d G _ Q 

JN^Tn 


wird, wo Q den Abstand eines inneren Punktes P von T 
von dem Flaohenelement do bezeichnet, so wiirde die 
Gleichung (8 a) nicht erfiillt; denn es ist (vgl, Teil I 
S.70 und S. 153— 154) 



da Q von einem inneren Punkte ausgeht. Damit (8 a) er- 
f iillt wird, definieren wir daher fiir den Innenraum T von 
F die Punktion G dadurcb, daB sie in F alle charakte- 
ristischen Eigenscbaften des Potentials besitzt, und daB an 
der Grenzflache F von T 


(9) 


d_G 

SN 



wird, wo K eine noch zu bestimmende Konstante ist. Damit 
die Gleichung (8 a) erfiillt wird, muB 

(9a) ^ 

sein, falls F den Placheninhalt der Flache F bezeichnet. 

Fiir die Punktion G gilt dieselbe Gleichung, wie fur G 
[Gl. (4), S. 227], d. h. es ist 

F'" 

Aus (4 c) und der Gleichung (3), die ja fiir unsern Eaura T 
gilt, lolgt, da fiir alle Punkte von F die Gleichung (9) gilt: 
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m y.-^U yi«-hJI 

F F 

Weiter ist der Wert des Integrals 

U Vdo 

F 

von der Lage des Punktes P nnabh^gig, ist also, wenn P 
seine Lage Sndert, konstant; allerdings ist der Wert dieser 
Konstante nnbekannt, da die Werte von F an P nicht 
gegeben sind. Wird diese Konstante mit Ci bezeichnet, 
so wird 

( 10 .) 

F 

WO 

(11) @_p=e— ^ 

die zweite Greensohe Funktion f&r den Inneuraum 
T von F ist Dnrch (10a) ist V fiir alle Pnnkte P von 
^ F 

Tj falls an F gegeben und ®p bekannt ist, bis auf 

eine additive Konstante bestinimt. 

Bemerkung. Bei der Behandlnng der zweiten Eand- 
wertau%abe fiir den AuBen- nnd Innenraum einer Kugel 
[s. S. 123ff.] trat derselbe Unterschied in der Fassung der 
Anfgabe hervor, ebenso die Modifikation in der Definition 
der zweiten Greenschen Fnnktion fiir den Innenraum der 
Kugel (s. S. 128). 

d) Eigenschaften der Greenschen Funktion- 

Die erste Greensche Funktion fiir den Innenraum T 
einer geschlossenen Flache P, 

hSngt, wie sowohl von den Koordinaten des Pols P ab> 
als von den Koordinaten des Punktes Q, fiir den der Wert 
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von resp. G gesucht wird, des Aufpunktes. Das soli 
dadurch ansgedriickt werden, dafi zu G nnd ® als Index 
der Pol F hinzugesetzt wird, als Argument der Punkt 
Q) ®p(C) und Qp{Q) soUen also die Werte bezeiclmen, 
die me Funktionen ® und G in Q annehmen, falls P der 
Pol ist. Dann gilt der Satz: 


(12) (P) , ® P (C) - ® <2 (P) , 


d. h. ebenso wie q = PQ sind die Funktionen @ und G 
symmetrisclie Funktionen der Koordinaten der Punkte P 
und Q. 


Beweis. Man besehreibe umP 
sowohl, als um Q je eine Kugel noit 
den sehr kleinen il^dien Auf 

den Eaum Ta, der aus T entstebt, 
wenn man das Innere dieser Kugeln 
jET, jSTi aus T ausscblieflt, wende man 
die Bcbon oben benutzte Polgerung 
des Greenscben Satzes [Teill, S. 98, 
Gl. (5)] an, indem man 



(13) U^®p{A)=^Gp{A)-^, W=®q(A)=Gq(A)~ 


setzt, wo A einen beliebigen Punkt von 2a bezeicbnet, q seincn 
Abstand von P, It seinen Abstand von Q. Diese Funk- 
tionen XJ,W haben in Ta aUe fiir die Gultigkeit des 
Greenscben Satzes erforderlicben Eigenscbaften, femer 
ist in 22 J U=Q, JW=0, Die in unserer Formel auf- 
tretenden Eaumintegrale verscbwinden daber; die Ober- 
Mcbenintegrale sind zu erstrecken: 1. iiber die Flache P, 

2, liber die Oberflache der um P beschriebenen Kugel 

3. liber die FlScbe der um Q beschriebenen Kugel Ki. 
Von diesen drei Integralen wird das erste =0, da an P 
die Funktionen U und W verschwinden, Es muJS daber 
die Summe aus dem zweiten und dritten Integral ver- 
schwinden. 

In dem zweiten Integral ist do^S^ dca, wo wieder 
dcj das FlUohenelement einer Kugel vom Eadius 1 be- 
jseiohnet, ferner ist dort und die Sufiere Normale 
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des Integrationsraums, hat die Richtung des abnehmenden p . 
Jenes zweite Integral wird somit 



worm A jetzt einen Punkt von K bezeichnet. LaBt man 
mm 6 immer kleiner werden, so wird — <J®= -r-d®— d be- 

liebig klein, wahrend Gp{J), 

1 

fall d=:0 geht zugleich der Punkt J. in P, P in den Ab- 
stand QP fiber. Die Grenze des Integrals (14) fiir d — O 
ist daher, da Jfdcu — iTt ist: 


endlich bleiben. Im Grenz- 


(14a) 




Ebenso wird der Grenzwert des dritten Integrals f Ur di = 0 
(Ub) 

Nsich dem, was oben bemerkt, muB die Sunime der Ans- 
drucke (14a) und (14b) versohwinden, d. h. es ist 


Gq(p)-Op{Q), ®Q(p)=®p(e). 

Der Beweis gilt ohne jede Anderung auch fiir die 
erste Greensche Funktion des Aufienraumes T von P, 
ebenso des Aufienraumes mehrerer FlUchen. Er lafit sxch 
leicht auch auf die zweite Greensche Funktion ausdehnen. 
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6) Existenz der Greenschen Funktion. 


Mif dem Yorstehenden ist die Auffindung der Werte 
von F fur irgendeinen Raum, falls die Werte von F oder 

B Y 

von an der oder den Grenzflachen dieses Raumes ge- 

geben sind, zuriickgefiihrt auf die Ermittelung der ersten, 
reap, der weiten Greenschen Funktion dieses Fa nTnap^ 
Fiir manche einfachen Falle, vde fiir RSume, die von 
Kugeln begrenzt sind, kann man diese Funktionen ermitteln 
(vgl. Absohnitt II). Es fragt sich nun, ob diese Greenschen 
Funktionen fiir jeden von einer oder mehreren FlSchen 
begrenzten endlichen oder sich ins TJnendliche erstrecken- 
den Raum existieren. Ka n n man ihre Existenz naohweisen, 
so ist duroh die vorstehenden Betrachtungen gezeigt, dai 
fiir den betreffenden Raum eine Potentialfunktion (liber 
deren Definition vgl. S. 213) durch ihre Werte an den 
Grenzfiachen des Raumes oder durch die Werte ihrer nor- 
raalen Ableitungen an diesen FlSchen v6llig bestimmt ist 

letzteren Falle fUr endliche Raume bis auf eine addi- 
tive Konstante). 

DieExistenz der erstenGreensehenFunktion hatGreen 
lediglich durch ihre physikalische Bedeutung zn begriinden 
gesucht. Diese ist fiir den Linenraum T einer gesehlossenen 
Flache F folgende: Man denke F als inner e Grenze eines 
Leiters, der aufierhalb F sich ins Unendliehe erstreckt, oder 
anch eines schalenformigen Leiters, der mit derErde leitend 
verbunden ist Man denke sich femer in dem innfirhalh j 
gegebenen PunktP die elektrische Masse —1 konzentriert 
Diese \rirkt infiuenzierend auf den Leiter, die der Mnss o 
in P gleiohnamige Elektrizitat wird zur Erde abgeleitet, 
die entgegengesetzte verteilt sich auf F. Das Potential 
dieser Verteilung sei U, und zwar Ua fur auJlere, Ui fiir 


innere Punkte von F. Dann muB Ua — - fiir alle Punkte 

Q 

des Leiters = 0 sein (g der Abstand des Leiterpuuktes von 
P). Wegen der Eigenschaften des Flachenpotentials ist 

an F anch U — "wahrend fUr alle Punkte inner- 

halb F, auch fiir den Punkt P, Z7j alle oharakteristischen 
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Eigensohaften des Potentiak besitzt. Di — — ist aber die 

Greenscbe Punktioa far den Innenraum von F , Green 
schlieBt; Existiert fur denLeiter elektrisches Gleichgewicht, 
so existiert auch fur den Innenraum von F die erste 
Greenscbe Punktion. 

Diese Argumentation laBt sich leicbt auf den AuBen- 
rauin von JP, sowie auf ESum^ die von mehreren Frachen 
begrenzt sind, Ubertragen- Aucb die Existenz der zweiten 
Greenschen Funktion lafit sich physikalisch begrUnden. 


Kapitel 3. 

Das Diricbletsche Prinzip nebst Folgenmgen. 

a) Das Diricbletsche Prinzip fur einen 
endlicben Eaum, 

Eein analytisch ist die Existenz der Greenschen 
Funktion durch eine SchluBweise be^iindet, die zuerst 
Dirichlet benutzt hat, um fiir beUebige^Baume die 
Existenz und Eindeutigkeit der L6sung der ersten Eandr^ 
wertaufgabe nachzuweisen. Den Ausgangspunkt bildet die 
Bemerl^g, dafi die Laplacesche Gleichung JU=0 die 
LCsung einer Aufgabe der Variationsrechnung ist. Sucht 
man namlich fiir irgendeinen endlichen, von der ge- 
schlossenen FlSche F begrenzten Eaum T diejenige Funk- 
tion IJy welche das iiber das Volumen von T erstreckte Integral 

zu einem Minimum macht und dabei an der Grenzflaohe F 
gegebene Werte annimmt, so geniigt diese Funktion der 
Laplaceschen Gleichung. 

Beweis, Eine Funktion U, deren Werte an F ge- 
geben sind, kann auf unendlich viele Arten so in das Innere 
fortgesetzt werden, daJJ sie dort nebst ihren Ableitungen 
iiberall endlich und stetig ist. TJnter alien diesen Funk- 
tionen U soli diejenige gesucbt werden, "vrelche das Inte- 
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gral (1) zu einem Minimum macht. Diese Funktion sei 
F, imd fiir 17—F sei der Wert des Integrals (l)=2i. Soli 

ein Minimum von I sein, so miiB 

(3) I-Ii>0 

sein fiir alle von V verschiedenen Funktionen U, Setzt 
man insbesondere 

(4) U^V+JiW, 

wo h eine Konstante bezeichnet, W irgendeine Funktion 
der Koordinaten der Punkte von T, so nimmt J die 
Form an 


( 5 ) 

WO 

(5a) 


M 




I==Ii + 2hM+h'N, 

£7 dW ev ew BV £_ 
Bx Bx By By Bs 8 


-im 

f r rrcBW\^ , rBWS^ , fBWy? 

jjj^Bx) Wyj 


irl'''' 


)1 


dv 


ist. SoU die Ungleichung (3) ftir alle mSglichen TF und 
alle mSglichen kleinen Werte von h erfuUt werden, so muB 
M=0 sein, Denn wablt man W so, daB fiir alle Punkte 

^dw . . sw , dv ew . ev 

von T -= — und ebenso — und -rr-y und 

ox o x^ dy By^dsf 8 gf 

das gleiche Vorzeichen haben, so hat M als Summe lauter 
positiver Q-rSBen einen positiven Wert, 2hM hat also das 
Vorzeichen von h und kann daher sowohl positiv, als 
negativ sein. Ferner ist fiir geniigend kleine h der ab- 
solute Wert von grSBer als Somit folgt aus 

(5), daB das Vorzeichen von J— i von dem Vorzeichen 
von h abhangt. Soli die Ungleichung (3) fiir alle m6g- 
lichen h und alle m5glichen W erfiillt werden, so ist das 
nur m(5glich, wenn M verschwindet. Ist umgekehrt 0 , 
so ist (3) fiir alle mSglichen h und TF erfiillt. Damit h 
ein Minimum von J sei^ ist hiernach erforderlich 


(6) 


Jf=0. 
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iPTach dem Greensclien Satze [Teil I, S. 96, Gl. (1)] ist aber 

‘(7) Ifwl^do-ff fwJVdr, 

WO das Doppelintegral iiber die Flache F, das dreifache 
Uber das Volmnen von T zu erstrecken ist. Nun ist an 
der Flache F "PF—O; denn alle in Betracht kommenden 
Funktionen U sollen an F dieselben Werte haben, also 
auch die Funktionen V und F + ^TF, d. h. an F ist W=^0, 
das Oberflachenintegral in (7) verschwindet. Die Gleichung 
(6) reduziert sich daher auf 

(7a) Jjf WJVdv = 0. 

Daroit diese Bedingung fiir beliebige W erfullt werde, 
mufi fiir jedes Volumen element von T JF=0 sein, denn 
man kann W so wahlen, daB es iiberall mit JV gleiches 
Yorzeichen hat, so daB das Integral (7 a) die Summe von 
lauter positiven Summanden ist; und eine solche Summe 
kann nur = 0 werden, wenn jeder einzelne Summand 
= 0 wird. 

Wir haben somit gef unden: 

1. Jede Funktion I7=F, welche I zu einem Minimum 
macht und an F gegebene Werte annimmt, genttgt inner- 
halb des Raumes T der Gleichung JF— 0. 

2. Umgekehrt macht jede Funktion F, welche in T 
endlich und stetig ist, an der OberflSche gegebene Werte 
anniromt und der Laplaceschen Gleichu^^g J F — 0 geniigt, 
das Integral I zu einem Minimum. Denn aus J F = 0 f olgt 
Jf— 0, daher 

3. Ferner kann man zeigen, daB I nur ein Minimum 
besitzen kann. 

Angenommen namlich, es existierten zwei verschiedene 
Funktionen V und Fi, welch beide I zu einem Minimum 
machen, so setze man 

(8) Fi=F + S. 

Da i fiir Z7=Fi ein Minimum sein soil, so muB, falls h 
klein, W eine beliebige Funktion ist, I fiir 17=Fi + kTF, 
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also auch fiir J7=Fi + AiS=F + (l + A) S f^dBer sein als 
fur I7=Fi=7 + S. Nun ist 

(^) v+ <1 -f ^ -3f ' 4 - ( 1 4- N', 

wo M' und N' die Werte sind, in welche die Integrale 
Jf,JN (5a) fur TF=iS iibergehen. In (9) ist aber JfWQ; 
denn fiir U=V soli I=It ein Minimum sein, daher ist JF=:=0, 
dso nach (7) Jf=0 fiir jedes W, auch fiir TF=S* Weiter 
ist N* der Wert, den das Integral I fiir Z7 =jS annimmt 

(9) wird somit 

(9 a) == -& 4" (i 4- &)* • 

Das gilt fiir beliebige A, also auch fiir A = 0, d,h. es ist 

~ 4“ • 

Soli nun 

^u^-v+a-^hys ^ J u^Y-j-s 
sein, so muB auch 

( 10 ) + 

sein; und zwar mufi diese Bedingung sowohl fiir positive, 
als fiir negative h erfiillt werden. Letzteres ist unmcigli^. 
Demnach fiihrt die Annahme, daB I auBer fiir J7=^F noch 
fiir eine andere Funktion I7=F4-iS ein Minimum wird, zu 
einem Widerspruch. I kann nur ein Minimum besitzen. 
Das Resultat dieser Betrachtung, daB es fur den Baum 1 
stets eine und nur eine Funktion F gibt, die dort die 
charakteristischen Eigenscbaften des Potentials hat {d. h. 
eine Potentialfunktion), und die an der Oberflache von T 
gegebene Werte annimmt, bezeichnet man als Dirichlet- 
sches Prinzip. 

Die Greensche Funktion ist ein spezieller Fall einer 
Potentialfunktion, 

Zusatz, Ist T der Baum innerhalb der geschlossenen 
Flache F, aber zugleich auBerbalb anderer geschlossener 
Fl^lchen Fi,F 2 ,..j die ganz im Innern von F liegen, so 
gilt auch fiir diesen Fall die vorige Argumentation ohne 
jede Anderiing. Nur miissen die Werte von F an aKen 
FlUchen F^FtyF^y,, gegeben sein. 

Tbeorie deg Fotentialft IL 


16 
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b) Ausdehnung auf RSume, die sioh ins 
Unendliche erstrecken. 

Sind FjFi,.. zwei geschlossene Flaohen, deren jede 
ganz auBerhalb der anderen liegt, und bezeichnet T den 
Kaum, der sich auBerhalb dieser Flachen ins Unendliche 
erstreckt, so kann man die Anfgabe, fiir den Kaum T' 
eine Potentialfunktion zu bestimmen, die an den FlSLchen 
F nnd JPi gegebene Werte annimmt, mittelst der Methode 
der reziproken Kadien auf die analoge Aufgabe fiir end- 
liche E'aume zuriickfiihren. Man wahle als Transformations- 
zentrum einen Punkt 0 im Innern von P. Durch die 
Transformation geht dann (vgh Abschnitt II, Eap. 6) F in 
eine geschlossene Plache <5 iiber, der Aufienraum von F in 
den Linenraum von die Plache Pi geht ihrerseits in 
eine geschlossene Plache iiber, die, da Pi auBerhalb P 
lag, ganz innerhalb ^ liegt, und der Innenraum von PI geht 
in den Innenraum von iiber. Der Eaum P' geht somit 
durch die Transformation in den endlichen Eaum T iiber, 
der zwischen den Plachen ^ und liegt. Piir den Eaum T 
gilt das Dirichletsche Prinzip. Geniigt in diesem Eaume 
{r:^y<p sind Polarkoordmaten einesPunktes 
von T fur 0 als Pol) der Laplaceschen Gleichung und 
den Stetigkeitsbedingungen, so geniigt die Punktion 



der Laplaceschen Gleichung in dem reziproken Eaume P', 
wo die Polarkoordinaten eines Punktes von T sind, 

ebenfalls auf 0 als Pol bezogen. Damit ferner F an den 
Plachen P,Pi gegebene Werte giiSf^yip) an- 

nimmt, muB so bestimmt werden, dsS es an den 
PlSchen die Werte 







annimmt Existiert in T stets eine und nur eine Punktion 
TF, die alien Bedingungen des Dirichletschen Prinzips 
geniigt, so existiert auch fiir P' stets eine und nur eine 
Punktion F, die denselben Bedingungen geniigt. 
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o) Folgerungen aus dem Dirichlet schen 
Prinzip. 

a) Satz: Es lessen sich stets die Oberflaohen 
beliebig vieler begrenzter Eaume so mit Masse 
belegen, dafi das Potential dieser Massen an jeder 
Stelle einer jeden Oberflaohe einen vorgesohrie- 
benen Wert hat; und es ist nur immer eine solche 
Belegung mSglioh. 

Beweis. F und Fx seien zwei geschlossene Flaohen, 
deren jede ganz aufierhalb der anderen liegt, T sei der 
Innenraum von F, Tx der Innenraum von Fxy T der 
Eaum, der sich auBerhalb F und 
Fx ins Unendlicbe erstreckt. g und 
gx seien die Werte, welche das 
Gesamtpotential der auf F und 
Fx verteilten Massen an diesen 
Flaehen annebmen soil. Nach 
dem Dirichletschen Prinzip ist 
es stets und nur auf eine Weise mSglich: 1. eine Po- 
tentialfunktion F des Eaumes T zu bestimmen, die anF=^ 
wird; 2. ebenso eine Potentialfunktion Fi des Eaumes 21, 
die an Fx^gx wird; 3, eine Potentialfunktion F' des Eau- 
mes T\ die an Fi = und BjiF = g wird. Sind non N, Nx 
die auBeren Normalen der Flaehen F,Fx, v,vx ihre inneren 
Normalen, so bestimme man Jc und Jci aus den Gleichungen 





wo lim den Wert bezeichnet, den die Differentialquotienten 
an den Flaehen F, resp. Fx annehmen. Belegt man die 
Flache F mit Masse von der Dichtigkeit h, Fx mit Masse 
von der Diehtigkeit hx und nennt TF, TFi die Potentiale 
dieser Massen, so stimmt TF+TFi im ganzen Eaume mit 
derjenigen Funktion U uberein, die in T den Wert F, in 
Tx den W^rt Fi , in T' den Wert F' hat Denn da an F 

16 * 
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so ist dort auch 

und Analoges gilt fiir die Flache Fx . Da auBerdem D so- 
wohl, als W+Wi die charakteristischen Eigenschaftea des 
Potentials besitzen, so sind sie nach Abschnitt I, Kap. 9, 
Nr. c) von Teil I identiscb. — Mit Tc und sind aucb die 
gesamten auf F und Fx auszubreitenden Massen bestimmt. 

Der Beweis lafit sich sofort auf den Fall iibertragen, 
daB die Flache Fx nicht auBerhalb, sondem ganz inner- 
halb F liegt. Man braucht dann nur mit T den Baum 
zwischen F und Fi, mit P den Baum auBerhalb F, mit 
Ji, wie vorher, den Baum innerhalb Ft zu bezeichnen. 
Zugleich nimmt dann V an zwei Flachen gegebene Werte 
an, F' nur an einer. 

Die Ausdehnung auf Eaume, die von mehr als zwei 
Flachen begrenzt werden, liegt auf der Hand. 


0) Satz von der Slquivalenten Massentransposition. 

1. Ist in einem endlichen Baume Teine beliebige 
Masse Jf verteilt, so kann man die Wirkung dieser 
Masse auf Punkte auBerhalb T dadurch ersetzen, 
daB man dieselbe Masse M auf der Oberflache F 
von jT auf gewisse Weise verteilt; und es ist nur 
eine derartige Verteilung moglich. 

Es sei Va das Potential der gegebenen, in T, also 
innerhalb F liegenden Masse M fiir Punkte auBerhalb F, 
es sei ferner Wa das Potential irgendeiner auf F selbst 
ausgebreiteten Masse, ebenfalls fiir Punkte auBerhalb F, 
Soli die letztere Masse auf alle auBeren Punkte dieselbe 
Wirkung ausiiben wie die gegebene Masse, so miissen die 
Ableitungen von Va und TF« iiberall die gleichen sein, 
oder es muB Va — Wa+C fiir alle auBeren Punkte sein, 
falls C eine Konstante bezeichnet. Im Unendlichen ver- 
schwinden F^ und TFa , wahrend die vorstehende Gleichung 
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auch dort gilt; mithin mufi C=0, 7a=F« sein. Urn 
dieser Bedingimg gemafi zu bestunmen, braueht Wa nur an. 
f mit Fa ubereinzustimmen; denunach demDiricbletschen 
Prinzip gibt es fur den Eaum T' auBerbalb F nur eine 
PotentiaJfunktion, die an F gegebene Werte anT'imtr't 
JBestinunt man sodann auch fiir den Innenraum T von F 
eine Potentialfunktion Wt, die an P dieselben Werte 
■wie Va annimmt, belegt dann F mit Masse von der 
Bichtigkeit 



(_N aoBere, y innere Normale von F), so sind TFo nnd Wi 
die Potentiale dieser Massenbelegung fiir aufiere, reap, 
iimere Punkte, da das Flachenpotential durch (13) ui3 
die charakteristischen Eigenschaf ten eindeutig bestimmt ist. 

Weiter folgt aus Va=Wa, daB auch limr Fo = limrTFa 
fiir ♦•=00 sein muB. lim(rFa) ist aber gleioh der ge- 
gebenen Masse M, lim(rTFo) gleich der Masse M', die 
auf F ausgebreitet ist; mithin ist M'=M. 

2. Die Wirkung von Massen, die ganz auBer- 
halb einer geschlossenen Plache F liegen, auf 
Punkte im Innern von F laBt sich durchnie Wir- 
kung einer beliebigen auf F verteilten Masse er- 
setzen und zwar allemal nur auf eine Art. 

Beweis. Die gegebenen, auBerhalb F liegenden 
Massen M mogen fiir innere Punkte von F das Potential 
Ftj fhr Punkte von F selbst das Potential V besitzen. 
Soil eine auf F verteilte Masse M, deren Potential fiir 
innere Punkte Wi sei, auf alle inneren Punkte die gleiche 
Wirkung ausuben wie M, so muB TF,=F, + (7 sein. C 
braueht hier nicht zu verschwinden, kaun vielmehr einen be- 
liebigen Wert habeu, and zwar fiir alle inneren Punkte den 
gleiohen. Eine solche Eunktion IFi erhalt man, wenn man 
fiir den Eaum T iimerhalb F eine Eunktion TF*' sucht, die 
der Laplace schenGleichung geniigt, die charakteristischen 
Eigenschaften des Potentials besitzt und an F den Wert V 
annimmt^ dann eine zweite Eunktion Wi", die denselben 
Bedingungen geniigt und an F iiberall den Wert 1 an- 
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nimmt* Dann hat Wt=Wt'+ 0 TF/' die geforderten Eigen- 
schaften; und da Wi und Wi durch obige Forderungen 
eiudeutig bestimmt sindj so ist es auch Wi fiir ein ge- 
gebenes C. Bestimint man weiter fiir den Raum V auiJer- 
halb F ebenfalls zwei Potentialfunktionen Wd und Wd\ 
deren erstere an F=F, deren zweite an F=1 ^nrd, und 
setzt Wd -\'GWa=^Wa 3 so mrd an FWi===Wa* Belegt 
man nun F mit Masse von der Dichtigkeit 



so sind Wa und die Potentiale dieser Massenbelegung 
fiir - aufiere, resp. innere Punkte. Femer ist nach Satz 4 
des Kapitels 1 (S. 219) Wi' fiir alle inneren Punkte von 

daher lim~^ = 0. Dagegen ist lim nicht 


== 0 , da nach Satz 5 des ersten Kapitels (S. 220) Wd' fur 
aufiere Punkte einen zwischen 1 und 0 liegenden Wert 
hat. Daher hangt der Wert von x von 0 ab. Fiir jeden 
Wert von C ergibt sich ein bestimmtes x, mit C andert x 
seinen Wert, damit andert auch die Masse M', die auf F 
verteilt werden mufi, ihren Wert Je nach der Wahl von 
C kann M' beliebige Werte annehmen. 


3. Beispiele fiir die aquivalente Massentrans- 
position haben 'wir bei beliebigen Massen, die von Kugeln 
b^enzt werden, durchgefiihrt (s.S. 110—112). Analogs Bei- 
spiele fiir Massen, die von Itotationsellipsoiden begrenzt 
sind, wiirden sich mittels der im Abschnitt III aufgestell- 
ten Formeln durchfiihren lassen. Ein weiteres Beispiel 
findet sich in Teil I, S. 221 — 224. Im allgemeinen ist die 
wirkliche ErmitteJung der Dichtigkeit der auf F zu ver- 
teilenden Masse nicht mSglich; denn das Dirichletsche 
Prinzip lehrt nur die Existenz der oben mit Wbezeich- 
neten Funktionen, gibt aber kein Mittel, diese Fonktionen 
w^klich zu bilden. In einem Falle kann man jene 
Dichtigkeit voUstandig bestimmen, nSLmlich ^ann, wenn 
innerhalb einer geschlossenen FlJLche F r^umlicLe Massen 
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derart verteUt sind, daB ihr Potential F an J einen kon- 
stanten Wert hat, d. h. falls F eine MveauflSlche jener 
Massen ist. 

Es bezeichne wieder T den Innenraum, T' den AuBen- 
rautn von F . Das Potential -der in T enthaltenen raum- 
lichen Massen M se£_fiir aufieie Punkte V, sein konstanter 
Wert an P selbst 7=0. Auf den Baum T' wenden wir 
die Folgenmg des Greenschen Satzes an, die dnrch 
Gleiohung(6), S. 98 des ersten Teils ausgedruckt wird [die 
.^wendung des Greenschen Satzes anf den ins Unend- 
liche sich erstreckenden Baum T ist S. 228ff.gerechtfertigt], 

indem w Z7=F, W=~ setzen, wo p den Abstand eines 

Punktes P' von T von dem in T liegenden Punkte 0 
bezeichnet. Diese Punktionen haben die fiir die Giiltig- 
keit des Greenschen Satzes erforderlichen Ei g Auanba-ftfur ^ 
zugleich ist in T' AV—O, AW~0. Beachten mr noch, 
daB im Greenschen Satze N die auBere Normale des 
Integrationsraums bezeichnet, also die innere Normale von 
F, und bezeichnen letztere mit v, so ergibt ie zitierte 
Gleiohung 


(14) 


// 

r <5- 

F ^ - 

1 SV 

F 

L Sv 



do = 0. 


Nun bat an P F den konstanten Wert 0, Gleichung (14) 
kaim also so geschrieben werden 


(14a) 


’lli-ll 


J J Q By 


do. 


Femer isi^ wie bei Satz 2 des ersten Kapitels, 

(Die Ersetznng der in jenem Satze auftretenden SLuBeren 
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Normale voa F durch die innere bringt die Anderung des 
Vorzeichens mit sich.) Aus (14 a) £olgt daher 


(15) 


J J \i7C S y) Q 


= 0 . 


Das linksstehende Integral ist nichts anderes als derWert 
des Potentials den die mit Masse von der Dichtigkeit 


(16) 


iyt By 


belegte FlSche F im Punkte 0 hat; und da man dieselbe 
Gleichung (15) erhalt, wenn man ^ von irgendeinem an- 
deren Punkte 0 des Eaumes T rechnet, so Eat W f iir be- 
liebige Punkte 0 von T denselben konstanten Wert, mit- 
hin auch fiir die Oberflache. Also hat das Potential W 
der mit Masse von der Dichtigkeit x belegten FlSche F in 
alien Punkten von F denselben konstanten Wert wie das 
Potential V der gegebenen Masse, Die gesamte auf F 
ausgebreitete Masse ist 



F 


Andererseits ist nach dem Satze 2 des ersten Kapitels 
(S. 216), da die Massen J5f, deren Potential V ist, ganz 
innerhalb F liegen, 

mithin 

(17) 

Femer gilt fiir jeden Punkt P" des Raumes T die Glei- 
chung (3 a) S.230: 



worin Vp^ den Wert bezeichnet, da das Potential V der 
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rSumlichen Massen 3f in P' hat, q' den Abstand des 
Punktes P' von do. An der Plache F ist aber 
daher 




F 


0 = 


0 


(vgl. die Entwicklung S. 216—217). Mithin wird 


(18a) 





d. h. gleich dem Werte, den das Potential W der auf F 
mit der Dichtigkeit x ausgebreiteten Masse Jf in P' 
hat. Die beiden Potentiale V nnd W haben also in alien 
Punkten P' von T' gleiche Werte, und zugleich sind die 
zu beiden Potentialen geh5rigen Massen gleich. 


y) Anwendung auf das elektrische Gleiohgewicht 
eines S 7 stems von Leitern. 

1. Einer Anzahl von isoliert aufgestellten Leitern seien 
gegebene Mengen freier Elektrizitat mitgeteilt Es soil 
untersucht werden, ob unter ihrer gegenseitigen Ein- 
wirkuDg und unter dem EinfluB gegebener SuCerer elek- 
trischer Kiafte stets elektrisches Gleiohgewicht m5g- 
lich ist. 

Der Einfachheit halber nehmen wir zwei Leiter als 
gegeben an ; die InnenrSume beider bezeichnen wir mit T 
und 21, ihre Oberflachen mit F und Pi, wahrend der 
Eaum, der sich auBerhalb F und Pi ins Unendliche er- 
streckt, T sei (s. Fig. 15, S. 243), Das Gesamtpotential 
der auf den Oberflachen beider Leiter verteilten elekti^ 
schen Massen sei F, seine Werte an P und Pi seien resp. F 
und Fi . Ferner sei U das Potential der gegebenen auBeren 
Krafte, die in (in P gelegenen) Nichfleitern ihren Sitz 
haben, U und Ui seien die Werte von Z7 an P und Pi . 
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Zxuii elektrischen Gleichgewicht ist erforderlich, daB 
an der Flacbe F 

(19) V+V^c, 

an der Flache Fi 

(19 a) Z7i + Fi = Cl 

ist, wo € , cx gewisse, vorlaufig noch imbekannte Konstante 
bezeichnen. Sind namlich die Bedingungen (19) und (19a) 
erfiillt, so bat das Gesamtpotential U+V alier wirkenden 
Krafte nacb Satz 4 des ersten Kapitels (s. S. 219) in alien 
Punkten von T den Wert c, in alien Pnnkten von Ti den 
Wert Cl. Urn die Funktion F zu ermitteln, die den vor- 
stehenden Bedingungen (19) und (19 a) geniigt, verfahren 
wir folgendermafien. Wir bestimmen 1) zwei solche Be- 
legungen der Flacben FyFi, daB das Gesamtpotential W 
beider Belegungen an F den Wert — Z7, an Fi den Wert 
— Ui bat, was nacb dem Satze a (S. 243) stets und nur 
auf eine Art m5glich ist; m und mi seien die dazu auf F, 
resp. Ft zu verteilenden elektrischen Massen. 2) Ebenso 
bestimmen wir zwei andere Belegungen der Flacben F, Fi 
derart, daB deren Gesamtpotential W' an F den Wert 1, 
an Fi den Wert 0 bat; die hierzu auf F und Fi zu ver- 
teilenden elektrischen Massen seien m\mx» 3) Bestimmen 
wir zwei weitere Belegungen jener Flacben so, daB ibr 
Gesamtpotential TF" an F den Wert 0,^an Fi den Wert 1 
hat; die Massen dieser Belegungen seien m" und wi". 
Dana geniigt die Funktion 


(20) F=TF+cTF'+CiTr" 

den Bedingungen (19) und (19 a) und besitzt alle Eigen- 
schaften von PlSchenpotentialen. Da femer die Massen 
bekannt sind, die auf F xmd Fi zu verteilen sind, um die 
Teilpotentiale TF, TF', TF" bervorzubringen, so ist aucb die 
f iir V erforderliche Masse bekannt ; sie ist m + c m'-h Ci m" 
fiir F, mx + cmx + €xmi" fiir Fi. Sind nun M und Mx die 
Massen freier Elektrizitat, die den beiden Leitem mitge- 
teilt sind, so ist 


( 21 ) 


M =m +em' +citn'', 
Mi = ni\+e mx + ci mi" ; 
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denn dutch Influenz entsteht gleichviel positive und ne- 
gative Elektrizitat, die gesamte auf der Oberflache jedes 
Leiters vorhandene elektrische Masse ist daher gleich der 
Masse der ihm mitgeteilten freien Elektrizitat. Dutch (21) 
Sind auch die Konstanten c und ci bestimmt, da nach 
Satz a sowohl TT, Wi Wi', als und 

eindeutig bestimmt, M und Mi abet gegeben sind. Man 
sieht daher, daB stets elektrisches Glei<Agewicht vorhanden 
ist, daB es abet nut einen derartigen Gleichgewichts- 
zustand gibt. 

Die Dichtigkeit der anf F und jPi zu verteilenden 
Massen ergibt sich aus V mittels der bekannten, schoii 
wiederholt angewandten Formel. 

2. Es soil gezeigt werden, daB die elektrische Ver- 
teilung auf einem schalenfSrmigen Leiter die gleiche ist, 
wie auf einem vollen, falls die wirkenden auBeren Krafte 
ihren Sitz im Aufienraum haben. 

Em schalenf5rmiger Leiter sei auBen begrenzt von der 
Flache F, innen von Fx , wobei Fi ganz innerhalb F liegt. 
Unter der Wirkung auBerer gegebener 
Krafte, deren Potential U sei, kSnnte 
sich freie Elektrizitat auf beiden Grenz- 
flachen ausbreiten. Es sei V das Poten- 
tial der auf F, Vi das der auf Fx 
ausgebreiteten Elektrizitat. Dann ist 
zum elektrischen Gleichgemcht er- 
forderlich, daB im Innem der Schale, 
also fiir alle Punkte zwischen F und Fi, ?7+F+Fi 
konstant ist. Ist aber U+V+Vx an Fi konstant, so 
hat es im ganzen Innenraum von Fx denselben kon- 
stanten Wert. Da I7+F-|-Fi sowohl innerhalb Fi, als 
zwischen F und Fx konstant ist, muB, wenn Ni die auBere, 
vx die innere Normale von Fi bezeichnet, 



(22) £(g+r±fj)_o 

^ ^ dNx Bvx 

sein, also auch 

/oo„^ S.(U+V+V^) , HU+y+Vi) » 
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Da die zu P und F gehorigea Massen aufierhalb Ft liegen, 
ist P+F an kontinuierlich, d,h. 

<-) 

Mithin ist fiir alle Punkte von F\ 


(23 a) 

Nnn ist aber 


dVt 5Fi 
SNx'^ dvt 


0 . 


1 (dVx evt\ 


<L i. gleich dei* Dichtigkeit der Masse, mit der jPi zu belegen 
ist, um das Potential Fi zu ergeben. Nach (23 a) ist xi iiber- 
all anPi^O; d.h. auf Ft ist gar keine freie Elektrizitat 
vorhanden. Daraus folgt, dafi Fi iiberall verschwindet. Auf 
einem schalenfSrmigen Leiter verteilt sich die Elektrizitat 
ebenso^ als ware er massiv. 

3. Anders verhalt sich die Sache, wemi die elektrischen 
Krafte, deren Potential U ist, im Hohlraum der Schale, 
also im Innern von Ft ihren Sitz haben. Zwar ist auch 
bier P+F+Fifiir alle Punkte der Schale konstant; aber die 
weiteren Schliisse werden hinfallig. Hier fuhrt folgende 
tikerlegung zum Ziel. Man kann die Wirkung der Massen ft, 
deren Potential U ist, auf Punkte aufierhalb Ft dadurch 
ersetzen, dafi man dieselbe Masse ft auf gewisse Weise auf 
Ft ausbreitet (Satz fi, S, 244). Ist TFi das Potential der 
so auf Ft ausgebreiteten Masse ft, so kann man fiir alle 
Punkte aufierhalb Ft , auch fiir die Punkte von Fi selbst, 
P durch TFi ersetzen. Ea muB also in der ganzen Schale 
F-j-Fi + TFi konstant sein = c; mithin muB, da die Massen, 
von denen F+Fi + TFi herriihrt, ganz aufierhalb Ft oder 
auf Ft ihren Sitz haben, V+Vx + Wi auch im ganzen 
Innenraum von Ft den Wert c haben, Infolgedessen 
gelten die obigen Gleiohungen (22) und (22 a) nocb, falls 
man in denselben U durch Wt ersetzt, d. h, es ist 

(22b) HV+Vx+W.) ^(V+V,+W^) p 

^ Nt S vt 

Ferner ist, da F das Potential von Massen aufierhalb Fi ist, 



(23b) 

mithin 

(24) 
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S7 

SNi 


iL 

Svx 


= 0 , 


d{W^+Vi) S(Wi+Vi) ^ 

BNi dvx 

Die Dichtigkeit der Massenverteilung auf die erf order- 

lich ist, nm das Potential Fi + TPi hervorznbringen, ist 
somit iiberall anf Pi gleich Null. Infolgedessen ist anch 
V%+Wx iiberall gleich Null. Fiir Punkte auBerhalb F± 
war TFk = 17, fiir solche Punkte ist daher auch I7-hFi = 0. 
Femer gehbrte zum Potential Wi die Masse [x , zu 
Fi + TFi die Masse 0 , daher zu Fi die Masse — . 

Waiter reduziert sich, da U +Vi=0 ist, die Bedingung 
des elektrischen Gleichgewichts auf F=c, und es geniigt, 
wenn V diesen Wert c an P hat. Die Masse der auf der 
auBeren Flache P verteilten Elektrizitat sei M, die der 
der Schale mitgeteilten freien Elektrizitat M, so ist M 
gleich der Summe der auf P und Pi verteilten elektrischen 
Massen, d. h. Jlf— = M==^iii + M. Wir sehen also, 

daB die Wirkung der Krdfte, die im Hohlraum der Schale 
ihren Sitz haben, und deren Masse ist, die ist, daB 
auf Pi die Masse — fi sich derartig verteilt, daB die 
Wirkung dieser Verteilung auBerhalb Pi die Wirkung der 
gegebenen Masse fi vollstandig aufhebt, Auf der auleren 
Grenzflache P der Schale verteilt sich die um /i vermehrte 
Masse der mitgeteilten freien Elektrizitat so, daB ihr 
Potential an P konstant ist. 

Zusatz. Alle Anwendungen des Dirichletschen 
Prinzips batten sich auch ohne Benutzung dieses Prinzips 
aus der Darstellung des Potentials mittels der ersten 
Greenschen Funktion ableiten lassen. 


d) Einwande gegen das Dirichletsche Prinzip. 

Das Prinzip ist fiir gevrisse Flachen und unter be- 
schrankenden Annahmen iiber die an der OberflSche ge- 
gebenen Werte der Potentialfunktion, die Randwert^ 
unzweifelhaft richtig. Gegen seine Allgemeingiiltigkeit 
sind indessen Bedenken erhobenu Es ist bezweifelt, ob 
die bei der Ableitung des Prinzips gemachten Annahmen 
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fiir alle moglichen Begrenziingen des betrachteten Eaumes 
und fiir alle mSglicben Eandwerte zulassig sind. Was die 
Annabme betrifft, dafi man eine an der Grenzflache eines 
Eaumes T gegebene Funktion derart in das Innere von T 
fortsetzen kann, dafi sie den Stetigkeitsbedingungen ge- 
niigt, so lafit sich zeigen, dafi fur geschlossene Flacben 
mit iiberall ejidlicher Kriimmung (sogar auch wenn die 
Kriimmung in einzelnen Punkten in gewisser Weise un- 
endlicb wird) und fiir Eandwerte, die selbst Potentiale 
von Massen sind, solcbe Fortsetzungen sich analytisch bilden 
lassen*). Fiir unzulassig ist auch die Annahme erklart, 
dafi stets ein Minimum des Integrals (1), 8. 238 existieren 
miisse. Demgegeniiber hat Hilbert**) gezeigt, dafi sich 
bei geeigneten einschrankenden Annahmen uher die Q-renz- 
bedingungen und die Grenzflache der Grundgedanke des 
Prinzips in engem AnschluB an dessen anschauliche Be- 
deutung so veifolgen lafit, dafi daraus ein streng mathe- 
matischer Beweis fiir die Existenz der Minimalfunktion 
cntsteht; und er hat das fiir das logarithmische Potential im 
einzelnen durchgefuhrt. Die Hilbertschen Entwicklungen 
zu reproduzieren wiirde zu weit fiihren; wir miissen uns 
daher mit diesem BQnweise begniigen. 

Besteht danach das Prinzip auch unter gewissen Be- 
schrankungen sowohl betreffs der Natur der Grenzflache, 
als betreffs der Beschaffenheit der Eandwerte zu Eecht, so 
ist mit dem Nachweise der Existenz einer Funktion noch 
nicht die Frage erledigt, wie man jene Funktion wirklich 
bilden kann. Dies Ziel haben sich die neueren .Unter- 
suchungen iiber die Eandwertaufgabe gestellt; sie gehen 
darauf aus, unter gewissen Voraussetzungen Potential- 
funktionen eines Eaumes T aus ihren Eandwerten zu 
konstruieren. Das ist zuerst C. Neumann durch seine 
Methode des arithmetischen Mittels gelungeru Die Grund- 
ziige dieser Methode sollen im folgenden dargelegt werden 
unter gewissen Beschrankungen hinsichtlich der Beschaffen- 
heit des betrachteten Eaum^ T und der Eandwerte. 


*) E. Heme, ’Ober einige Yoraussetzimgen beim Beweise des 
DirichletschenPrinzipes. Mathematische Annalen IV, S.626, 1871. 

**) D. Hilbert, tJber das Dirxchletsohe Prinzip, Jabres- 
bericht der Deutscben Mathematiker-Vereinigung VIII, 1899, S. 184. 
— Hatbematisclie Annalen LIX, S. 161, 1904. 
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Kapitel 4. 

Die C. NeumannsclLe Methode des aritkmetisclien 
Mittels. 


a) Bezeichnungen. Ableitung eines Hilfssatzes 
iiber das Potential von Doppelbelegnngen. 

Die Metbode benutzt die Satze Tiber das Potential von 
Doppelbelegimgen, die in Teil I, Abschnitt 11, ]^p. 4 ent- 
wickelt sind, aiiBerdem einen Satz, der dort nicnt allge- 
mein bewiesen ist, und dessen Ableitung bier nachgeholt 
werden soli. Vorher sollen einige im folgenden 'zu be- 
nntzende abgekixrzte Bezeichnungen eingefiihrt werden. 
1st F eine geschlossene, doppelt belegte Plaohe, ^ das 
Moment der Doppelbelegung, XJ ihr Potential, so ist 



cos(^,iy)do 


Darin ist q der Abstand des Anfpnnktes P von dem 
Punkte Q der Flache, an dem das Flachenelement d o liegt, 
y. eine gegebene Fnnktion der Koordinaten von die 
kiinftig mit y(^) bezeichnet werden soil, N die auBere 
Flachennormale. Unter der Eichtnng von q verstehen wir, 
wie friiher, die Eichtnng von P naeh Q hin. Die Inte- 
gration ist Tiber die Flache F zu erstrecken. 

Nun ist 

p* - 


WO d o) das Flachenelement einer um P mit dem Radius 1 
beschriebenen Kugel bezeichnet (vgL TeU I, S. 66). Wir 
setzen statt dieser Gleichung die folgende: 

( 1 ) 

SO da£ dw nicht den absoluten Wert des Elements der 
Kugelflache mit dem Radius 1 bezeichnet, sondem stets 
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das Vorzeichen von cos (q, If) hat. Ferner sollen die beiden 
Falle, daB P anJBerhalb oder innerhalb der geschlossenen 
Flache F liegt, dadurch tinterschieden werden, daB zu do> 
der Index a oder i hinzngefiigt wird; entsprechende In- 
dizes sind dem U zn geben, AuBerdem soli zn [7, das ja 
eine Funktion der Koordinaten des Punktes P ist, ais 
Argument P hinzngefiigt werden. Dann ist 

(2) ^.(P)=/ / ^l(Q)doJ^, 17,(P) = / 1 fiiQ)doi,. 

Mit imserer Bezeichnung lauten die in Teil I, S. 70 anf- 
gestellten Satze: 

(2a) • jj^do)a = 0, Jj’dw< = 4r, 

SO daB fiir konstante "Werte jti von wie schon in 

Teil I, S. 154 angemerkt ist, 

(2b) ?7a(P) = 0, 

wd. Fiir beliebige haben Da(P) nnd Vi{P) in alien 
Pnnkten P, die nicht unendlich nahe an F liegen, die 
charakteristischen Eigenschaften des Potentials einfach be- 
legter Flachen fiir auBere Punkte (vgl. Teil I, S. 165).*) 


*) Backt der Anfpunkt ins Unendlicbe, so ist lim (r U) nicht 

r = oo 

nnr endlidi, me an der angeftOirten Stelle bemerkt ist, sondem 
es ist lim (r Z7} — 0 . Das folgt aus der Entstehung von 27 . Nach 
r— 00 

Teil I, S. 163 ist 

17= lim (7+ F'}, 

wo 7 und 7' die Potentiale emfach belegter FMohen s.nd. Daher 
wird 

lim (r U) = lim [lim (r V) + lim (r 7')] . 
r= 0 D ^s=:0r=oo ra=oo 

Sind nun 2af,j|£' die Massen, deren Potentiale 7,7' sind, so ist 

limCr7) = 3f, lim(r7') = Jf', 
r=<» r^oo 

und weiter ist wegen Gleichtmg (2), S. 152 des ersten Toils 

3£=~i(£'. 
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Piir den Fall, daB sich der Punkt P, sei es von auBen^ 
sei es von innen, der Flache F beliebig nahert, sollen fol- 
gende Bezeichntingen eingefiihrt werden: 

(3) limf74P)=F^(P), lim?7,(P) = ‘^,(P). 

Von den Werten ?7a(P), U^{P) ist zu nnterscheiden 
der Wert, den TJ annimmt, wenn man dem Pnnkte P eine 
feste Lage auf F gibt, wenn also q den Abstand eines 
festen Punktes P der Flache F von einem verSnderlichen 
Pnnkte Q dieser Flache bezeichnet. In diesem Falle soil 
TJ mit u{P) bezeichnet werden; zugleich soil zii dco der 
Index F hinzugefiigt werden. Fiir Pnnkte der Flache F 
nimmt also U den Wert an: 

(4) «(^)=/ J /«(Q)dcDj. 

DaB ^^(P) fiir alle Pnnkte P von F einen endlichen Wert 
hat, falls nnr (Q) Uberall endlich ist, f olgt so, Ifeben den 
Gleichungen (2 a) ist in TeH I, S. JO noch eine dritte ab- 
geleitet, die in unserer Bezeichnung lantet; 

(4a) jj <2wjp=2;r.*) 

Fiir konstante Werte ft von (x(Q) ist daher 

(4b) «^(P) = 27riU. 

Ist f emer ft (Q) nicht konstant, aber uberall auf F endlich, 
und ist 6r der absolut gr9Bte Wert von so ist 

\u(P)\<Gj j d(ojp d. h. ] w (P) I < G- 2 ;r,. 
also endlich. 

Zwisohen und Ui findet nach Teil I, S. 156 [GL (13) ] 
fiir beliebige ft die Beziehung statt: 

(5) (P) - ^ (P) = - 4 TT M (P) . 

*) Diese dleichung setzt, wie aus ihrer Ableitung hervorgeht, 
vorauE^ daB die Flache F im Punkte P eine hestimmte Tajigential- 
ebene hat. Die Gleichtme bedarf einer Modifikation, wenn das 
nicht der Fall ist, wenn also die Flftche P in P eine £ante oder 
Ecke hat. Anf diese Modifikation soli hier nicht eingegangen 
werden. 

Wangerin, Tteoile des Potentials IL 


17 
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Fiir konstante fi folgt femer aus (2b) und (4b) 

( 6 ) Ua(P)+UiiP) = 2u{P). 

Diese Gleiohung gilt nun, wie sogleich nachgewiesen wer- 
den soli, fiir beliebige endlicbe fi. Aus ihr und (5) folgt: 

f6a') |F„(P) = «(P)-2;r^t(P), 

^ ^ \ U;(P)=M(P) + 2;r^t(P). 

Zur Ableitung der Gleicbungen (6 a) [und damit von 
(6)] kniipfen wir an die in Teil I, S, 70 aufgestellte all- 
gemeine Gleicbung (II) an. Wir wenden sie auf den Innen- 
raum T einer gescnlossenen Mache F an, indem wir zu- 
gleich f= 1 setzen, so mrd 


(n) 


f f f f ^cos(g,.zy) 

JJJ Sq JJ 


do + K. 


Darin ist die Integration links iibex' T, die Integration 
rechts iiber F zu erstrecken; ^ ist eine in T endlicbe, 
stetige und einwertige Funktion, die iiberall eine endlicbe 
Ableitung nacb q hat. K bat, je nacbdem der Punkt P, 
von dem an p gerechnet wird, auBerbalb T, innerbalb T 
Oder auf der Grenzflache F von T liegt, resp. den Wert 

0, — 4;r(5?)j=o, — 2;r({c)j=o. 


Wahlt man die Funktion ip so, daB sie an P in f.L{Q) iiber- 
gebt (womit zugleicb vorausgesetzt wird, daB /t4^) an P 
stetig ist), d,b. setzt man <be an P gegebene Funktion 
(ff) in das Innere von T beliebig fort, nur derart, daB 
die Fortsetzung ^ in T die obengenannten Eigenschaften 
besitzt, so wird das Flachenintegral das Potential einer 
Doppelbelegung, und die Gleicbung (II) gibt, wenn wir 
die eirizelnen F^e betreffs der Lage von P sondem: 




( 7 ) 



Kap.4. DieC.KeumamisclieMetliodedesarithmetisohenMittels. 259 

In der dritten Gleichnng (7) ist ia (P) , und laBt 

man in den beiden ersten Gleichungen (7) Ua in Ua, Ui 
in Ut libergelien, so wird in der zweiten Gleichnng eben- 
f alls (^)o =0 == (-P) • Daher f olgen aus den Gleichungen (7) 
sofort die Gleichungen (6 a), falls man noch zeigen kann, 
daJB, mag P von anfien oder innen sich F nahern oder 
von vornherein anf F liegen, die Integrale in alien drei 
Gleichungen (7) denselben Wert haben. 

Der fehlende Nachweis betreffs 
der Eaumintegrale laBt sich f olgender- 
mafien fuhren. Urn einen Punkt M 
der Flache F beschreibe man eine 
Kugel mit dem kleinen Eadius d und 
bezeiohne den Teil des Eaumes T, 
der innerhalb der Kugel liegt, mit Ti , 
den auBerhalb der Kugel liegenden 
Teil von T mit Das iiber den 
Kaum T erstreckte Integral zerfallt 
dann in zwei andere: 




Ist nmi P ein innerhalb der Kugel liegender, dem Kugel- 
mittelpunkte M unendlich naher Punkt, so hat das iiber 
2a erstreckte Integral, das sich fiir Punkte auBerhalb Ta 
kontinuierlich andeii;, in P und M nur unendlich wenig 
verschiedene Worte, und fiir den Fall, daB P m M fallt, 
hat es nur einen bestimmten Wert. Femer sei Q der 


aTjsolut grSBte Wert, den — in 2i anninunt, so ist 


{7b) 


/// 


Tx 


S (p dv 



Weiter ist das hber eine voile Kugel erstreckte Integral 


///^ 

radius. 


naoh Teil I, S. 57 kleiner als 4 tt mal dem Kugel- 
Ti ist nur ein Teil des Kugelinnem, das iiber 21 


17 * 
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erstreckte Integral der rechten Seite von (7 b) ist daher 
noch kleiner^ oder es ist 


(7c) 


r f 1 8 <p dv 

J J J dQ 


aQ* ^Tt d . 


Ist d beliebig klein, wShrend P immer innerbalb der Kngel 
bleibt, so dan PM ein Bruchteil von 8 ist, so wird fnr 
PM=0 anch d = 0, daher das Integral der linken Seite 
von (7c)==:0. 

Damit ist gezeigt, daJS falls ?7a in TJa^ Ui in Z7< iiber- 
geht, d. h. falls P sich von aufien oder irmen dem f esten 
Pimkte P der Flacbe nahert, endlich auch in tt(P) die 
Eaumintegrale in (7) denselben Wert haben. 

Zusatz 1. Aus den Formeln (7) folgt, daB, wenn^(P) 
sich auf der Flache F kontinnierlicn andert, dasselbe auch 
fiir Ua(P)s Ut{P) und u(P) gilt 

Sind n'dmlich P und P' zwei sehr nahe Punkte der 
Flache P, beide innerhalb der vorher besehriebenen Kugel^ 
und zerlegt man das Eaumintegral wie vorher, so wird 




analog 


J J J 8q j j j 8q Q 

^i(P') = Wl' -f W + Ms' . 


Nun sind, wie vorher gezeigt, die absoluten Werte von 
Ml und Ml' beliebig klein, wenn nur <5 klein genug ist; damit 
ist Ml —Ml' beliebig klein. Ms — Ma' und m—uz sind aber 
beliebig klein, da Ms und Ms sich kontinuierlich Sndern, 
mithin wird, wenn nur P und P' nahe genug und zngleich 
S klein genug gewShlt wird, m(P)— m(P') beKebig klein. 

Q-enau ebenso ist der Beweis fiir TJa{P) nnd TJi{P). 

Zusatz 2. Die vorstehenden Eesnltate, die fiir ge- 
schlossene Flachen F abgeleitet sind, gelten auch fiir un- 
geschlossene Flachen. 

Ist a eine ungesehlossene Flache, so er^nze man sie 
auf irgendeine Weise durch Hinzufugung einer zweiten 
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Flache. o' zu edner geschlossenen Flaehe F ^ ferner mhle 
man die Doppelbelegimg von o' so, daB ihr Moment liber- 
all kontinmerlich ist, sich aueh an der Grenze von a und & 
kontinuierlicli an das gegebene Moment ^ von a an- 
schliefit. Wie die Flaehe F, zerfallt anch das Potential 
ihrer Doppelbelegimg in zwei Teile JJ^Ua+Ua*. Fiir 
U= Ua -jr gelten die Gleichungen (6 a). Ii*gendein 
Punkt P Yon a ist fiir U(f ein ^uBerer Punkt. andert 
sich daher kontinnierlich beim Durchgang des Anfpunktes 
durch die Flaehe a. Die durch die Gleichnngen (6a) an- 
gegebene JLnderung von Ua+ kann spmit nur dadurch 
zustande kommen, daB jene Gleichungen fiir Ua .allein 
gelten. 

Bemerkung, Anch die Gleichnngen (6) und (6a) 
bediirfen einer Modifikation fiir solche Flachenpunkte P, 
in denen die Flaehe F irgendwelche Singularitaten 
besitzt. 

Die Kesultate, die unter der Amiahme einer stetigen 
Funktion (i{Q) abgeleitet sind, lassen sieh unschwer auf 
den Fall ausdehnen, daB ili{Q) auf der Flaehe abteilnngs- 
vreise stetig ist 


b) Die bei der Methode des arithmetischen Mittels 
auftretenden Potentiale von Doppelbelegungen, 

Es soli die Methode des arithmetischen Mittels unter 
den folgenden speziellenVoraussetznngen entwickelt werden: 

1. Die geschlossene Flaehe F sei iiherall stetig gekriimmt 
und iiberall nach auBen konvex, so daB, wenn man in irgend- 
einem Punkte P von F eine Tangentialebene konstruiert, 
die Flaehe mit der Tangentialebene nur den Eeriihrungs- 
punkt gemein hat und ganz auf einer Seite der Tangential- 
ebene liegt. 

Ist diese Voraussetzung erfiillt, so ist dcoj fiir aBe 
Punkte Q der FlSche und fiir jede Lage des Punktes P 
auf F positiv; denn der Winkel (p, J/) kann dann nur 
Werte zwisohen 0 und -Jtt annehmen. 

2. Ist f{P) der Wert, den die (fiir den Innen- oder 
den AuBenraum T von F) zu bestimmende Potentialfunktion 
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fur Puukte P der FlSohe selbst azuiimmt, so soH fiP) 
eine -aberall endliche uad stetige Punktion des Ortes W 
der Flache sein, 

Erweiteruagea der Metkode a) daB die 

Funktion f{P) (He Bediagung 2. nur abteilungaweise er- 
fuUt, b) dafi (He Fla<jhe F aus verschiedenen FlSchen- 
stiickea zusammeagesetzt ist, oder daB F Kanten oder 
Spitzea hat, c) auf den Fall, daB T auBer von F noch von 
mehreren mnerhalb F liegenden geschlossenen Flachen 
begrenzt ist, oder auch, daB T den anBerhalb mehrerer 
I^hen F,Fi,.. Hegenden Raum bezeichnet, soil bier 
nioht eingegangen werden. 

Die Methode besteht im folgenden. Aus der an der 
Flaehe F gegebenen Funktion f{P) bilde man eine Reihe 
anderer Funktionen, zuerst die Funktion 


(8)' /'(^) = ^///‘(0)da,f, 

daraus die weitereu 





■? 


wohei jedesmal iiber <He Flache F zu integrieren ist oder 
auch iiber die Halbkugel, auf der die Projektionea dtuj- 
der Flachenelemente do von F Hegen. Die Integrale (8) 
und (8 a) sind Potentiale von Doppelbelegungen fiir den 
speziellen Fa^ daB der Aufpunkt auf der Flache selbst 
liegt; f(P) ifit nichts anderes als die vorher mit u(P) 
bezeichnete Funktion fiir den Fall, daB das Moment der 

Doppelbelegung ^f{Q) ist. Analoge Bedeutung haben 

f dem S. 260, Zusatz 1 ErCrterten f olgt, 

dafi, wenn f{P) eine stetige Funktion des Ortes auf der 
FlSche ist, dasselbe auch fiir f',/*" gilt. 

Weiter bilde man fiir dieselben Doppelbelegungen, die 
in (8) und (8 a) auftreten, die Potentiale fiir aufiere und 
innere Punkte: 
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(9) ' 


Dann ist, wenn wir die Bezeichnung S. 257 beibehalten, 

^ u'iP)=f"(P), u"(P)=f"{P),...., 

*' '' \«w(P)=p+»(P); 

und die Gleichungen (6 a), S. 258 ergeben: 

'^{p)=f{p)-f{p), v^{p)^r{p)-f{p),..., 

XJ^rCi (p) =/•(«+!) (p) _ ^(n) (p) . 

|5i(p)=r(p)+/(p), ^'(p)=r(p)+r(p),..., 

(p) = p+i) (P) +/x») (p) . 

Bemerkung. Die Bezeichnung der Methode als 
Methode des arithmetischen Mittels ist aus folgender 
Eigenscbaft der Integrale (8), (8 a), (9) entnommen. dtoi 
ist das Flachenelement einer mit dem Radius 1 um den 
inneren Punkt P beschriebenen Kugel. Denkt man sich 
auf d(jt}i denjenigen Wert f(ff) aufgetragen, den f an 
dem Oberflaehenelement dessen Projektion dwi ist, 
hat, so ist das iiber die ganze Kugelflache erstreckte 
Integral 


das arithmetische Mittel allerWerte, die die Punktion/^(Q) 
auf der Kugel hat; d. h, jenes arithmetische Mittel ist 
\ Vi (P). Analoges gilt fiir Vt (P), i Di" (P) , 
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Auch die Funktionen kann man als solche arith- 

metisohe Mittel auf einer Halbkugel auffassen, tind auch 
Uay Ua,... lassen sich, xnit gewissen Konstanten multipli- 
ziert, almlich deuten. 

« 

c) Haupteigenschaften der Potentiale f,f 

Es soil gezeigt werden, daB die Fuuktioneii (P) 
mit wachsendem n einer Konstantcn. zustreben, daB also 

ist. »=» 

Fur den Fall, daB f konstant ist = c , wird 

f{P)^f{P)=f"(p)=..: =c, 

femer Ua=Ua = Ua"=.’- = 0 , 

i7i=Z7/=?7»"==... =2c. 

Ist aber f(Q) nicht konstant, so sei G der groBte, K 
der kleinste Wert von f(Q), so daB 

Da ftir alle Ponkte Q und fiir jede Lage des Punktes P 
auf F d Op positiv ist (vgl. S. 261), so ist 

^IJ(G-fiQ))do>F>0, ^lj{fiQ)-K)dwr>0, 

d.h. wegen (8) und (4 a) 

(11) (P)>0, f (P)-iC>0. 

Mithin liegt f (P) fiir aUe Punkte P der FlSche zwisch* 
dem ^ofiten und kleinsten Werte von /“(P). Das gilt au 
fiir ,den gr<5Bten Wert G* von f(P)y sowie fiir sein^ 
kleinsten Wert A'; d.h. es ist ' 

(llaj G>&>K^Z>K. 

Weitei* teile man die Flache F in zwei GebieteP=Pi+Pts, 
derart, daB 

ill Pi 




G+K 




in Fa 
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ist. Dann zerfallt auch /'(P) in zwei Summanden: 


F 


Setzt man im ersten Integral rechts K an Stelle von f(Q)^ 
Gr I 

im zweiten aber — ^ , so erhalt man rechts zu Kleines, 
d.h, es wird 


ebenso wird 


JFi 


F2 


Da aber 


Fi F2 

j j do)F+ j jdco:B'= 


ist, so kann man die beiden letzten Ungleichnngen so 
schreiben : 


oder wegen (4 a) 


( 12 ) 


Fh 

J5V 


Diese XJngleichungen, in denen P ein beliebiger Punkt der 
FlSche F ist, wenden wir auf zwei verschiedene Punkte 
an, die erste auf einen Punkt Pi, die zweite auf ernen 
Punkt P 2 . Wir unterscheiden diese verschiedenen Lagen von 
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P auch in der Bezeichnung von do)^^ mdem wir dafur 
im ersten FaUe d im zweiten d setzen ; so lauten 
die Ungleichungen (12): 


(12a) 


Fi 


Pi war nun ein beliebiger Punkt von P; wir wahlen 
seine Lage speziell so, d^ in Pi die Funktion f (P) den 
kleinsten Wert K', den sie in F annebmen kann, hat, 
wShrend Pa so gewahlt wird, dafi in ihm die Fnnktion 
f {P) ihren grSfiten Wert G' hat, so folgt ans (12 a) 


(13) 


Fi 


nnd hierans dnrch Subtraktion; 


( 13 a) G’-Z'< (G-K)! 1 -^ [jjd +jjd wy®]| . 

Nun ist jedes der beiden Integrale auf der rechten 
Seite von (13a) positiv, aber kleiner als 27r; denn nach 
(4 a) ist 

J jd =J Jd Jd = 2 ;r , 

T a 17 

mithin 

jjdapO)^2K-jjd Wi-W , 

JPa JFi 

d, h. 2^-, vermindert um eine positive GrSfie, also <27r. 
Somit haben wir 

0< j _/"dft>jr^l><2;r, 
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ebenso 

OcJJd < 2 ;r , 

daier 

F2 F± 

Oder es ist 

(14) i>i—^[jjd<opO.)+jjdcoF&)\>0. 

F^ Fx 


Der zweite Taktor der rechten Seite von (13 a) ist also 
ein positiver echter Brucb I 


(14a) 

it 

nnd (13 a) gebt in 

(15) 


iiber. Ebenso ergeben sich, wenn 6r" und JBT" den grSBten 
und kleinsten Wert von /■", G”' und JE'" den grSBten und 
kleinsten Wert von bezeichnen, die Ungleichuugen? 


(15a) 


1 ff"'- j5:'"<(G"--s:'0^". 


[ Qin) _ < (Gf("-1> — £(’^-‘1)) , 


wo sSmtlich positive echte Briiche sinA Ist 

femer X der grSBte der ecbten Briiche so ist 

auch 


( 16 b) 


Q"-K"<X{&-K'), 


[G(»)_'XW<1, (GK^-D — £■<»-«), 

folglioh 

( 16 ) ■ G>o»>-XW<I”(C?-Z), 
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und da X ein echter Bruch, daher limZ^ = 0, ist auoh 
(16a) 

00 

Sind aber der grofite uiid kleinste Wert einer stetigeii 
Funktion gleich, so ist diese eine Konstante, oder es ist 

(16b) liiiifC»^(P) = C, 

n— CO 

wo C eine Konstante ist. 

Folgerungen. Naoh (11a) ist 
0>G' >K'>E, 
ebenso G'> G"> K" > K', 

mithin G>G">K''>K. 

In gleicher Weise ergibt sich, wenn p, q beliebige positive ■ 
Xahlen sind, 

(j(2» > 0(p+Q) >^(i>+s) > j£:a». 

Die Funktion f(P+i>(P) ist kleiner als daher erst 

recht kleiner als G^^^, andererseits ist fJf+i) grbBer als 
d. h. wir haben 

^(P+iZ)<(5!CP)j /■(!’+«> >jsr<2’), 
f(p> >E(P>, f<P^ <&P>, 

folglioh 

f(P+i>—pp)^Cl^p)—X^'' und f<P+0—f<-P)> — [G^'>—K^P^, 
d. h. I f(P+^ — fP) I < G^P'>— K<P> 

oder wegen (16) 

(17) I f<-P+0 - f(P) I <p (G-K). 

LaBt man in (17) g==oo werden, so wird wegen (16b) 
(17a) \C-f(P^<lL^(G-K). 

d) Losung der ersten Kandwertaufgabe fur den 
Innenraum T der FlBche F. 

Aus den Funktionen Ui,Ut [S. 263, GL (9) ] bilde 
man die endliche Summe 

(18) = 0+ U^ (P) - Ui'iP) + Ui'\P) - UriP) + . . 

+ tr,c»-i)(P)_i7,w(p), 
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* 

wo n eine imgerade ganze Zahl ist, G dio dureh (16 b) 
bestimmte Eonstante. Die recbte Seite von (18) kmn 
man, wenn man fur die Ui ihre Werte setzt, auch so 
sebreiben: 

(18a) [fiQ)-f'iQ)+r{Q)-r(9)+.. 

Uiese Funktion hat fiir alle inneren Punkte P von F 
(lie charakteristischen Eigenschaften des Potentials einer 
einfach belegten Flache, da die einzelnen Summanden der 
rechten Seite von (18) (iiese Eigenschaft hahen (vgL S. 256). 

ist also fiir alle Innenpunkte von F nebst alien 
Ableitungen endlich und stetig, und geniigt der 
Laplaceschen Differentialgleichung, Kiickt femer der 
Anfpnnkt P von innen beliebig nahe an F heran und 
nennen wir den Wert, den dabei annumnt, so ist 

=G+ui (p) - u^' (p) + Ui" (p) - ur (p)+.. 

+ (P)-?7f^(P), 

(1. i. wegen der Gleichnngen (10) 

c+ f (p) +f{p)- \f" (p ) + f (p)] + [f" (p) + r (J®)} 

- [f"' {p)+r' m +• . + [fw(p) +f»-« (p)] 

+^)(p)+f(»)(p)] 

oder 

(18b) £.^’*^ = (7+/‘(P)-p+«(P), 

Wir wollen nun untersuchen, was aus und wird, 
wenn man von einer endliehen Zahl von Summanden zu 
n = cx) iibergeht, Dazu betrachten wir die unendliche 
Eeihe 

( 19 ) m-r{Q)+rm-r{Q)+ 

nennen Sn die Summe der (n + 1) ersten Glieder {n un- 
gerade), Bn den Eest der Eeihe 

(19a) 
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Nach (17) ist der absolute Wert der einzelnen Differenzen 

I f<.n+i) ((2) (<2) I <!'”+-« (G-K), 

i +® (Q) - (<2) 1 (Cf - , 


daher 

oder 

( 20 ) 


[i+x®+A*+..] 
' 1-7 ■ 


Da I ein positiver echter Brucb ist, folgt ans (20) 

(20 a) lim | 72,^ | = 0 , lim 8n bleibt eudlicli. 

n=>QO 71=00 

Die unendliche Eeibe (19) ist also konvergent, ihre Summe 
ist endlich, und wenn man diese endliche Summe mit dcoi 
multipliziert und iiber F integriert, erhalt man eben- 
falls Endliokes. Fiibrt man die Bezeichnung ein 

( 21 ) = 

n— 00 

SO hat also fiir alle inneren Punkte P eiaen endlichen 
Wert, und hat, wie alle charakteristischen Eigen- 
schaften des Potentials* ITennt man femer Qi den Wert, 
den 2^ annimmt, wenn sich P der Flache F beliebig nahert, 
so wird nach (18b) und (16b) 

(22) £i=lim£/”^=a+/-(P)-C=f(P). 

n=0D 

Die Funktion (21) ist somit die Losung der ersten 
Eandwertaufgabe fiir den Innenraum T von P. 


e) Losung der ersten Eandwertaufgabe fiir den 
AuBenraum jT' von P. 

d) Bestimmung einer Fundamentalfunktion dieses 
Eaumes. 

Aus den Doppelbelegungspotentialen TJa , . (S* 263) 

bilde man die endliche Summe 

(23) <P„w = -l7<,(P)-f7«'(P)-?7„"(P)-... ■ 
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in der n eine beliebige gauze Zahl ist. Die rechte Seite 
von (23) kann man, wenn man fiir die Ua ibre Werte ein- 
setzt, auch so scbreiben: 

(23a) lfiQ)+r{Q)+f"iQ) + ..+f(-)iQ)]dco^ 

F 

Oder auch, da nach (2 a) //^ = 0 ist, 

(23b) =^ + ~JJ [C-fiQ) + C-f’iQ) + ... 

_1_0— /■(»)($)] dWa, 

vro 0 wiederum die durcb (16 b) definierte Konstante ist. 
Die Funktion hat fiir alle Punkte P des AuBen- 

raumes T' von F die charakteristisohen Eigenschaften der 
Potentialfunktion, da die einzelnen Summanden von (23) 
diese Eigenschaften haben. Bezeichnet man ferner mit 
den Wert, in den iibergeht, wenh P der Flache 
F beliebig nahekommt, so wird mit Beincksichtigung der 
GJeichung (10), S. 263 


(23 c) 


= -Ua (P) - Ua' (P) - . . . — Ua‘”^ (P) 

_[P+1)(P)_/^«(P)] 

=/(p)-r+«(p)- 


Auch hier gehen wir von der endlichen Eeihe znr 
nnendlichen Eeihe iiber. Dazu untersuchen wir die un- 
endliche Eeihe 

(24) C-^f(Q) + 0^ f (Q) + 0-r (G) + - . . 

und nennen die Summe der n + 1 ersten Glieder , den 
Eest Bn% also 

(24a) 0- (Q) + («) + »-. 


Uach (17 a) ist 

I c-/-(»+w (Q) (U--S0 , 

I o-/-(»+2) (^) {Q-K), 
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daher 


oder 

(25) 


I i2„' 1 < (0- Z) [ + . . ] 

' ' 1-X 


Da X eiu echter Bruch, folgt axis (25) : 

(25 a) lim | J?/| = 0, lim Sn bleibt endlich. 

7i=:Oo n=oo 

Au 8 (23 b) ergibt sich daher, daB 


lim ^J^[f]mxSn*dcja 

n=oo 


endlich ist. Wir fiihreu die Bezeichuung ein 

(26) lim = Hm 

?j — 00 n=co 

SO folgt aus (23 c) 

(27) 

Die Fouktion 

(28) 

nimmt daher an F den gegebenen Wex’t f{P) an. Diese 
Funktion hat ferner im AuBenraum T von F alle charak- 
teristischen Eigenschaften der Potentialfnnktion; nur wird 
im Unendlichen = da dort samtliche Ua verschwinden, 
nnd die Funktion (28) hat daher im Unendlichen den 
Wert C. Der Funktion (28), die C. Neumann eine 
Fundamentalfunktion des Eaumes T' nennt, fehlt so- 
mit eine wesentliche Eigenschaft der gesuchten Potential- 
funktion. 


Bndung der Potentialfnnktion des AuBenraums 
aus der Fundamentalfunktion (28), 


Wir bestimmen die Funktionen . . (Seite 262) fiir 
eine spezielle Annahme iiber die gegebene Funktion f{P\ 
und zwar nehmen wir 


(29y 




1 

Ujpo 


> f{Q)= 


1 

Eqo’ 
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wo Epo und E(^o die Abstande der Flacbenpunkte P 
von einem innerbalb F gelegenen, im iibrigen beliebig 
anzunebmenden PunkteO bezeichnen. Die aus denWerten 
(29) entstehenden Punktionen soUen mit 

bezeiclinet werden zum Unterscbiede von den %us einem 
beliebig gegebenen f entstebend^n. Wir setzen also 

(SO) 

Den konstanten Wert, dem <p^'^'^{P) mit wacbsenden n zu- 
strebt [s. Gl. (16 b)], nennen wir r, also 

(30 a) lim ^^^)(P) = r. 

Die Potentiale der bier anftretenden Doppelbelegungen 
wollen wir zum Unterscbied von den allgemeinen mit 
W(jb y y « • bezeichnen, also 

(31) W,(P)=^f W,'(P)^~Jfp'(Q)dco,,.., 

in welcben Gleicbungen P ein Punkt von P' ist, also 
auBerbalb F liegt; nnd die Werte, die diese Punktionen 
annehmen, wenn P der Plache F beliebig nahe kommt, 
seien, analog wie friiber, 

(31a) Wa(P), Wa'(P),.., Fr(P),... 

Waiter bilden wir (fiir auBere Punkte) die Fnnktion 

(32) /7„(P) ==^+Tr„(P) + W-/(P)+Tfa'' (P)+. .(in inf.). 

Die Konvergenz der recbtsstebenden Keibe folgt ja aijB 
ds^m oben . Erdrterten. Riickt der Punkt P beliebig bate 

Wang^erln, Tlieorief des Potentaala IL *' IS 
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an die Flache heran, was durch JTa(-P) bezeiclinet werden 
soli, so wird nach (27) 

Wa (P) +Wa'(F) + ..-r-^(P)^r-J- , 

daher # ^ 

(32a) Ha{P) = r, 

Bildet man jetzt die weitere Funktion 
(33) ^(P)= 

WO beliebig gegebene Werte von f die durcli (26) 

definierte Funktion ist, G der Grenzwert von f^{P) fiir 
n = co, so wird nach (32 a) und (27) fur Punkte, die der 
Grenzflaehe beKebig nahe liegen, 

(33a) X,i^P) = ^+f(P)-C=f{P). 

Xa{P) geniigt danach, da ^nd UaiP) im Unendlichen 
verscnwinden, alien Forderungen und ist die gesuohte 
Potentialfunktion des Aufienraums. 

Aus Xa und ergibt sick auf bekannte Weise die 
Dichtigkeit, mit der man die Flache F belegen muB, damit 
das Potential dieser Belegung an F den Wert f{P) hat. 


y) Bedeutung der in 0) auftretenden Hilfs- 
funktion TlaiP)- 

27a (P) ist ebenfalls das Potential von Massen, die aui* 
F verteilt sind; denn es hat fiir den ganzen AuBenraum^Ue 
charakteristischen Eigenschaften des FlachenpotentialgjT An 
F selbst nimmt nach (32 a) Ila den konstanten Werj^ F an. 
Das Potential dieser Massen hat daher fur allc'"^ inneren 
Punkte von F ebenfalls den konstanten Wert Ferner 
folgt aus (32) 

(34) lim (Epo • Ua (P)) = 1 , 

PO=00 

da nach S. 256, Anmerkung lira (^TT^), lim (rTTa),.. 

r= 5 soo r= 00 

samtlich verscliwinden. Mithin stellt Ua das Potential daf, 
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das sicli ergibt, wenn man die Masse 1 auf F so verteilt 
dafi ihr Potential an F einen konstanten Wert hat. Mit der 
Ermittelimg von Ila ist zugleich die Aufgabe gelost, die 
Verteilung freier Elektrizitat von* der Masse 1 anf einem 
Leiter, dessen Grenzflache F ist, zu bestimmen, falls kerne 
auBeren Krafte einwirken. Die Dichtigkeit 5t der Masaen- 
belegung ist, da das Potential innerhalb F konstant ist, 


(34a) 


K = 


^ f^na\ 
4.7c\dN) 


C. Neumann nennt diese Belegung die ^natiirliche Be- 
legung" der Plache F, x die Dichtigkeit der naturlichen 
Belegung. 

ist die Masse M statt 1 auf P so zu verteilen, daB 
ihr Potential an F konstant ist, so ist ihr Potential fur 
auBere Punkte MHa) fui\innere Punkte hat es den kon- 
stanten Wert MI\ und die Dichtigkeit ist iKz. 


3) Die Greensche Funktion filr den Innen- 
raum von F, 

Bildet man, von /■(^)==:-^ ausgehend, die Potentiale 

^QO 

der Doppelbelegungen fur innere Punkte von F: 

C36) W.-±fJ^d,^. 

und daraus die Funktion 

(35a) in infin., 

so wird an der Flaehe F nach (22) 

(35b) 

hat itn ganzen Iiinern von F die charakteristischen 
Eigenschaf ten der Potentialfunktion und nimmt an F den 

Wert an, wo JEpo den Abstand eines Punktes,P auf F 
J^PO 


18 * 
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von einem beliebigen Innenpunkte 0 bezeichnefe, — ^ 7 — ist 

-^PO 

mithin die erste Greenscbe runktion fiir den Innenraum 
T von F mit dem Pole 0 . 


f) Anwendung der allgemeinen Formeln auf eine 
Kugelflache. 

Die Polarkoordinaten eines Punktes Q der Kugel- 
flacbe seien die eines im Innen- oder AnBen- 

raum gelegenen Punktes P seien r,'d',<p. Die gegebenen 
Werte der Potentialfunktion an der Kugel, f(Q)=f(S'i,^i)j 
entmokle man nach Kngelfunktionen: 

(36) fiQ)=f Y „ (^x , , 

dann bat das Potential der doppelt belegten Kugelflacbe, 
deren Moment = ^ ist, naoh S. 105, Gl. (14) fiir 

innere und SiiBere Punkte die Werte 


(87) o;OT-2£;^(-§)'‘r.(^,,), 


n =0 

00 


da in der letzteren Summe das Glied n — 0 verscbmndet. 
Daher wird 

(37.) p.(p)_2|;^l.(#,y), 

n = 0 

Ua(^)=—2^ 2»rpi 

und 

(87b) r (i>)- ^-(^>+^-(^) -|;^ r.(^,y). 
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Urn die Potentiale der Doppelbelegimg vom Moment 
■^f(P) zn bilden, hat man, wie die Vergleiohung von 
(36) und (37 b) zeigt, in (37) nur j ^s’) ^ 

Stelle von zu setzen, so dafi 


und 


wird. In gleicher Weise kann man mit der Bildung der 
U fortfahren und erhalt: 

•4 

Geht man zur Grenze fur p=co Tiber, so wird - 


(37c) 


(2 m + 1)^+1 

= 0 fiir aUe m> 0, dagegen ■wird fiir « = 0 jenes Glied 
= 1, mithin wird 

(38) lim /•C3’+«(P) = ro, 


3 ?— 00 


nnd die Kugelfimktion To ist eine Konstante* Die 
allgemein mit C bezeichnete Konstante hat hier den 
Wert Yo. 
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Ferner wird 

£.=70+2 1 («+ r„(^, f) 

r_i L_+_i L_+ 1 

1(2 » + l) (2»+l)®^(2«+l/ (2 m+1)*^ J 

=7o + 2|;2«(m+1)(^)V„(^,5.)[^2^ + ^2^.+.. 

(da das Glied fiir w = 0 veractwindet), d. L nach Aus- 
fiihriuig der Summation wird 

(39) A=7o+|:(^y7„(^,jo)=|;(-J)’‘7»(^,^.). 

Femer wird 


(40) 


®a + C?=7o+|(y)'‘’^V„(^,{.). 


Zur Bildung der Funktion muB man von dem speziellen 
Werte = ausgehen, wobei 0 ein innerer Punkt 

Mjq- 


der Kugel ist. 
so ist 


Sind dessen Koordinaten ro,'5’o,<Po(ro<i2), 


(41) 


1 1 

Eqo y^^+rj — 2 cos j/j’ 

COS yo=cos cos -^-o+sin sin cos (j£>i— Po) > 


und wenn man i\Eqo naob Potenzen von ro entwickelt, 
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An Stelle der allgemeinen Punktion 7^ (-^ 1 ,^ 1 ) tritt Her 
also die Funktion 

-^P„(co8yo), 

an Stelle von Yn{^y<p) somit die Funktion 
(^2) ■ ^^’«(cos<5), 

WO 

cos d=cos cos -^o+sin ‘5’sin5‘o cos (^— po) 
ist Demnack wird 

(P) = ^ ____ p„ (cos S) 

und 

(43) lim 

pssoa -K jB 

Die Konstante F hat hier den Wert Die Funktionen 

Wa,Wa\»** ergeben sich aus den obigen Ua, UJ,..y indem 
man an Stelle von den Ansdruok (42) getzt. 

Ferner ist (fiir Punkte auBerhalb der Kngel) 

1 1 ^ 

— ==— ...=i==== y--^Pn(cos<5), 

Epo — 2rroCOS(J ^ 

daher 

(44)ir«(P) = |:^P„(co8d) 

~ r ’ 
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Endlich wild 


(45) 


To.l 


(t) 


■2:(- 




jf) — 


?(■ 


■^N^ + l 

r J 


rn(^,p). 


Die s5ch hier ergebenden Losungen der ersten Eandwert- 
aufgabe [Gl. (39)] fiir das Iniiere, ^ [GL (45)] fur den 
AuBenraum der Kugel sind genau die gleichen wie die 
S. 117 abgeleiteten. 

Die Dichtigkeit der „naturlicben Belegung“ der Kugel 
ist nach (34 a) 



der konstante Potentialwerfc der natiirlichen Belegung ist 

an der Kugel und im Inaern =-4-, der Potentialwert fiir 
1 

Punkte auBerhalb — . 

r 

Die Funktionen [Gl. (35), S. 275] werden 

fiir die Kugel 


(47) 

daier 






sif'=r+w^-Wt'+w:'-Wi"'+.. 

^ ^ [(2»+l)® (2»+l)* 

d.h. 

00 
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einATLsdruck, der mit demAusdruck furff [S.119, GL (20)] 
iiberemstimmt, so daB 


(48a) 




1 

Epo 


fiir innere Punkte P die Greensche Punktion mit dem 
Pole 0 ist. 


Zusatz. Die Formela fiir f (P) , f " waren 
oben (S. 276, GL 37 b) mittels der allgemeinen Gleichtoig 


f{P)^u[P) 


TJa{F) + U,{P) 
2 


hergeleitet. Es soil nunmebr fiir dea Ausdruck f (P) 
[GL (37 b)] eine direkte Herleitung gegeben werden. 

In dem Ausdruck (8), S. 262 fiir f (P) ist zunSchst 
dct}F fiir die Kugel zu bildea. Dazu betrachtea wir das 
gleichschenklige Dreieck, das die beidea Punkte P der 
Engelflache und den Kugelmittelpuakt M zu Eeken bat 
Darin ist PQ^q und der Wiakel ist der Scheitel- 

Tdnkel des Winkels PQM^ daher 


cos((>;IV) = -^ 


cos(^, IP) 


2E^ 


2qE* 


Driickt man q durcb die Polarkoordinaten der Punkte 
PyQ aus, so ist; da hier auch r=P ist; 

2 P® (1 — cosy), cos y = cos S' cos Si + sin sin cos (jpi — p) . 

Pemer ist d o das Elachenelement der Kugel bei Q , daher 


und 

(49) 


^ _co8 [q y N) d 0 &mSi dSi d<pi 




sin Si dSi dipt 
yi — cosy 


In diesem tLber die Kugelflache zu erstreckenden Integral 
f iihre man (analog wie in Teil I, S. 108) statt Sx , lieue 
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Variable y ein, indem man als neue Polarachse den durch 
P gehenden Kugelradius nimmt. War der Pnnkt, in dem 
die alte Polarachse die Kugel trifft, so wird in dem 
spharischen Dreieck — = PQ = y) 

P=wi — (p?) Nimmt msm ^ 0 PQ=^l, so kann man 
mittels bekannter Pormeln der sph’arischen Trigonometrie 
■^1 iind ^1 — durch und ausdriicken. In den neuen 
Variabeln wird das Flaohenelement der Kugel sin ydydX; 
zugleich gehe in <p {y^K) liber, so wird 


(49a) r(P) = - 


r r 4 >(y,X)si 
. J 


sin y dy dX 


iny2J J yi-coay 
Ent-wickelt man <p(y,X) nach Kugelfunktionen 

(50) <p(y,^) = ^Zn(y,l), 

so hat Zn die Form 


(50 a) 
daher 


n 

Zn(y,X) = 'E (cos y) [Ar cos (v A) + sin (v ^) ] , 


23t 


(60 b) ^ Zfi. (y jX) dX — 2it -4^0 F (cos y^ — 2 ;r 4^^ P 7 i(cos y) , 
wo A^^Ano*n\i\i*Z..(2n — 1)] ist. Daher wird 


(51) 




P^ (cosy) sin ydy 
yi — cos y 


Das Integral auf der rechten Seite von (51) hat aber, wie 
sogleich gezeigt werden soH, den Wert 2 ]/2 : (2 n + 1), so daB 


(51a) 




4«' 


^o2n + 1 


wird. Dabei ist zu beachten, daB m Znv die Koeffizienten 
Anv, Snv zwBx Konstante in bezug auf y,X sind, aber 


VgL Figur 3, S. 8, in der nur A,B durch P.Q za er- 
seteen sind. 
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ihrerseits von abhangen. Denn driiekt man 

durcb ans, so enthalten diese Ansdriicke auBerdem^,^, 
Auch in der Funktion <p(y,l\ die aus entsteht* 

treten daher neben noch auf^ infolgedesseu aucb 
in Zn(y,X). Um den Zusammenhang von A/ mit den 
fruheren Yn [GL (36), S. 276] zu ermitteln, beaohten mr, 
dafi, da y^i) = <p {y , aucb 

S } y’l) = 2 (y } 

m=0 m = 0 

s 

ist. Multipliziert man (52) mit (cos y) mal dem Flslchen- 
element der Engel vom Eadins 1 nnd integriert iiber die 
Kugelflache, so kann man dies Flaebenelement sowohl 
dnrch sini9-i d^x d<pi, als durcb ^iny dy dl ausdriickem 
Die Integralsatze der Kugelfnnktionen ergeben dann 

27C Jt 

(52a) J^7i{yf^^)Pn(GOBy)Bmydy. 

Setzt man fiir Zniy^X) die Keihe (50 a) nnd integriert naeh 
^ so wird die recbte Seite von (52 a) 


27cAno J Pn,o (cos y)P 7 j (cosy) sin ydy 
0 

7t 

■= 2 ;r J[P„ (cos y)]* sin y 5 y = 

0 

d.h. es ist 
(53) 

nnd wegen (51a) 

■womit die friLliere Gleichung (37 b) direkt ans der Defini- 
tion von f (P) bergeleitet ist. 
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Beweis der benutzten Hilfsformel. 
Bur a<l, ist 



•1 -1 


Das linksstehende Integral laBt sich ausftiliren, und zwar ist 



Setzt man diesen Ausdruck in (55) ein, so wird 


(56) 




und darin miissen die Koeffizienten von 
gleich sein, d. h. 


(57) 


+ 1 

fPr,(x)dx _ 2p 
/ 2n+l 


a” 


beiderseits 


Das ist aber, wenn man noch x durch cos y ersetzt, unsere 
HilfsformeL 
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Kapitel 5, 

ZnrilcMulirung der ersten Eandwertaufgabe auf eine 
Integralgleicliimg. 


Der Aufgabe, fiir einen endlichen, von einer ge- 
schlossenen Plache F begrenzten Kaum T eine Potential- 
funktion zu finden, die in den Punkten P der Pl^clie F 
den Wert f{P) annimmt, sucbt man dadurcb an geniigen, 
daB man eine Doppelbelegnng von F bestimmt, deren 
Potential alien Beding'ungen geniigt. Das Moment der 
Doppelbelegnng sei doq das Plachenelement von F 

im Punkte Q, so ist ihr Potential 1) fiir innere Punkte 
von F 


( 1 ) 





2) fiir Punkte P von F 


( 2 ) 



E, 


'^d 


dN 


OQj 


worin Eqp^ und Eqp den ATbstand des Punktes Q von P*, 
resp. P bezeichnen. Eiiokt der Punkt P, an die PlS.che F, 
also in einen der Punkte P, so soli die linke S^te von 
(1) mit Ui (P) bezeichnet werden. Dann ist [vgL 61. (6a), 
k 258] 

(3) ^■(P) = tf(P) + 2zrjJ(P). 

Andererseits soil Ui{P) — f{P) sein, 
d. h. es soil sein 

(4) f{P)==uiP) + 27v,p{P) 

Oder, falls man fttr «(P) den Ausdruck (2) setzt, 
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( 3 ) 






QP 


dN 


dOq. 


Damit haben wir zur Bestimmung der unbekannten 
Funktion (p eine Integralgleiehung gewonDen, d. h. eine 
Gleichung, in der die unbekannte Funktion sowohl expli- 
zite, als unter einem Integralzeichen auftritt. 

Die Behandlung solcher Integralgleichnngen bildet 
eine nenerdings viel bearbeitete Theorie^ auf die Her nicht 
nalier eingegangen werden kann. Es sollte nur der Zu- 
sammenbang der Randwertaufgabe mit jener Theorie 
erortert werden. 
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